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SYNOPSIS

Complex systems have been attracting much interest in recent years all over the world. There exists a computa-

tional tool called Complex Adaptive Systems for dealing with complex systems, which is based on a comprehensive

concept including the features of evolvable or learnable systems such as living creatures. Artificial neural networks

can be considered to be a type of complex adaptive system. So far, it has been confirmed that artificial neural net-

works have the ability to learn, generalize and associate, and they have been applied to various fields such as image

processing and speech recognition. Although the usual neural network is a sort of complex adaptive system, it is

too simple to adequately handle complex systems such as economic phenomena, global environmental phenomena

and the like.

In the meantime, there have been several attempts to extend the parameters (weights and thresholds) of the usual

neural networks to higher dimensions (complex numbers, three-dimensional vectors, quaterninons, etc.). In this

paper, we call such neural networks with high-dimensional parameters high-dimensional neural networks. High-

dimensional neural networks will extend the applicable domains of artificial neural networks, and will facilitate

the application of artificial neural networks. We believe that the high-dimensional neural networks can also treat

complex systems very well.

This paper will survey the current status of research on high-dimensional neural networks.

In Chapter 2, the current status of research on high-dimensional autoregressive models, which are the fundamental

theoretical basis of high-dimensional neural networks, is described. In general, there is a close relationship between

autoregressive models and neural networks in the sense that the autoregressive model is a linear approximation
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to the artificial neural network with non-linearity. The progress of research on high-dimensional autoregressive

models facilitates research on high-dimensional neural networks.

Chapter 3 surveys the current status of research on multi-layered high-dimensional neural networks. Some kinds

of complex-valued, . . ., quaternion-valued neural network models, their characteristics and their applications will

be described.

Chapter 4 outlines the current status of research on fully connected recurrent high-dimensional neural networks.

Only complex-valued ones have been proposed so far.

Chapter 5 discusses future research topics.
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高次元ニューラルネットワーク関連研究の現状

通商産業技官 新田 徹
通商産業技官 田中 勝

第 1 章 はじめに

情報技術は, 計算基盤技術（ソフトウェア,ハードウェア,

ネットワークなど）, 複雑系技術, 知的ヒューマンイン

ターフェース技術, 知能ロボット技術に大きく分けるこ

とができ, インターネットの普及にも支えられ, 近年研究

が活発化している（図 1.1）。

ここ数年複雑系が話題になっているが [92], 複雑系を扱

うためのツールとして複雑適応系がある。複雑適応系と

は生物のような進化・学習するシステムや免疫システム

などを指す包括的な概念であり, ニューラルネットワー

クもそれに該当しており, ニューラルネットワークは複

雑系技術に分類することができる [22]。ニューラルネッ

トワークは, 現在までに学習能力, 汎化能力, 連想能力な

どを持っていることが確認されていて, 様々な分野に応

用されている [18]。たとえば, 知能ロボット（運動制御

など）, 知的ヒューマンインターフェース（音声認識な

ど）にも使われていて, もはやひとつの広義の計算基盤

技術になりつつあると言えるかもしれない。

図 1.1 情報技術の全体像

このような状況のなかで,一般のニューラルネットワー

クは複雑適応系の一種ではあるものの,それだけでは単純

なため, 経済現象, 社会変動, 地球環境などの複雑系を十

分に扱い切れているわけではないのが現状である。カオ

スニューラルネットワーク [4]は,ニューラルネットワー

クを複雑系に対処することができるようにする試みの一

つと言ってもいいかもしれない。

ところで, 一般のニューラルネットワークの重みや閾

値といったパラメータを, 複素数 (２次元)や３次元に高

次元化する試みがある。本稿では, 高次元化されたパラ

メータを持つニューラルネットワークを高次元ニューラ

ルネットワークと呼ぶことにする。特に複素領域への拡

張は，通信方式等の複素数を扱う分野での応用が特に期

待されているものである。従来は，実数の場合に使われ

ていた手法を実部と虚部に分けて適応する必要があった

ものが，複素領域に拡張された手法を使うことにより直

接的にデータの処理を行うことができる。また，複素数

の持つ回転に対する性質の良い振る舞いを自動的に取り

込むことができるという利点もある。このように, 高次

元ニューラルネットワークは陽に複雑系に対処すること

ができるようにとの目的で提案されたわけではなく, そ

の目的は高次元情報（例えば, 複素数, ３次元情報など）

を自然に表現することができ, 素直に処理することので

きるニューラルネットワークを提供することにあった。

ところが,その性質を調べてゆく中で, 通常のニューラル

ネットワークには見られない２次元アフィン変換学習能

力などの特異な性質があることがわかってきた。このよ

うな性質は複雑系に対処することができる可能性がある

と考えられる。すなわち, 高次元ニューラルネットワー

クは, 知的インターフェースや知能ロボットなどへの応

用を広げ, 促進させることは言うまでもなく, 複雑系をう

まく処理することができる可能性があるものとして我々



Main : 1999/4/16(15:3)

2 電子技術総合研究所調査報告 第 228号

は見ている。

本調査報告書では, 以上のようなことを踏まえて, 高次

元ニューラルネットワーク関連研究の現状のサーベイを

行なう。

本論文の構成は次のようになっている。

まず第 2章では, 高次元ニューラルネットワークの理

論的基盤となる高次元自己回帰モデルの研究の現状につ

いて述べる。一般に, 自己回帰モデルは, 非線形性を持つ

ニューラルネットの線形近似でもあり, 高次元ニューラ

ルネットと高次元自己回帰モデルとは互いに密接な関係

がある。高次元自己回帰モデルの研究の進展は, 高次元

ニューラルネットの研究に良い刺激を与え,研究を促進さ

せる。高次元自己回帰モデルに備わっている性質は,高次

元ニューラルネットにも備わっている可能性が高い。逆

も同じである。たとえば, 新田らが 1991年に複素ニュー

ラルネットワーク [43]を提案した際には, 複素自己回帰

モデルを参考にしている。また, 高次元自己回帰モデル

には, 高次元図形の不変量を学習することができるとい

う通常の自己回帰モデルには備わっていない固有の性質

があるが, それに対応するものが高次元ニューラルネッ

トワークにも備わっているものと予想される。

第 3章では, 信号の流れが一方向である多層型の高次

元ニューラルネットワーク研究の現状について述べる。

複素数から４元数にまで高次元化されたニューラルネッ

トワークの各種のモデル, 性質, 応用について述べる。

第 4章では, 信号がネットワークの中を何度も流れる

ことができる相互結合型の高次元ニューラルネットワー

ク研究の現状について述べる。現在のところ, 相互結合

型については, 複素数タイプのニューラルネットワーク

しか提案されていないので, 複素ニューラルネットワー

クについてのみ述べることになる。

最後に第 5章では, 将来に対する展望を述べる。
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第 2 章 高次元自己回帰モデル

2.1 複素 (２次元)自己回帰モデル

複素数への自己回帰モデルの拡張は，元々パターン認

識における最も基本的な課題の一つである平面図形の認

識や分類を行うために提案されたものである。特に，図

形の平面内での回転変換に対して不変な特徴量を得るこ

とは，対象図形の回転不変な認識を行うために重要であ

り，この性質を持つものとして複素自己回帰モデルによ

り得られる複素自己回帰係数もしくは複素偏自己回帰係

数（複素 PARCOR係数）が提案されている。以下では，

栗田による研究報告 [34]に基づいて，複素自己回帰モデ

ルについて紹介する。

平面図形（２値画像）の認識は，パターン認識におい

て最も基本的であり，それゆえに認識に必要なさまざま

な問題を抽出し，明確にしていくのに有用である。特に，

形の本質的な情報を担う外形（輪郭線）の記述は，認識

や分類のために重要であり，これに関して，これまでに

も平面図形を表現するための多くの形の記述子 (shape

descriptors)が提案されている [71]。たとえば，輪郭線の

記述子としては，Fourier記述子や平滑化曲率関数が有

名である。ここでは，統計的手法を用いて形の相似変換

によらない形の認識や分類のために好ましい特徴を構成

するための統計的手法として複素自己回帰モデルについ

て考えていく。

Duboisら [14]は，実自己回帰モデルを用いて外形を記

述し，形を識別することを試みた。彼らは，平面図形の重

心を原点として輪郭を等角度で標本化し，原点から輪郭

までの距離をデータ点列として実自己回帰モデルを当て

はめ，その係数を形の識別に用いている。また，Kashap

ら [25]は，平面曲線の符号化の立場から実自己回帰モデ

ルの理論的な解析を行なった。実自己回帰モデルは，音

声波形等の時系列データの解析・記述のために有効な手

法である。音声認識の分野では，それは線形予測法ある

いは PARCOR法として知られており，音声波形を分析

するための基本的な手法となっている。しかし，彼らの

定式化では，本来 2次元の点列として表現される輪郭点

列に対して 1 次元の実自己回帰モデルを当てはめたため

にいくつかの問題が生じている。例えば，輪郭を極座標

表現し，原点から輪郭点までの距離をデータ点とする方

法では，角度に関して輪郭点が多価となるような図形が

存在し，任意の輪郭を一意に表現できなくなるという欠

点がある。

そこで，栗田ら [32,37,75,77,78]は，輪郭上の各輪郭

点を複素数で表現した輪郭点列に対して複素自己回帰モ

デルを当てはめ，このときの係数を用いて形を識別する

手法を提案した。それによると，複素自己回帰モデルを

用いることにより，輪郭に実自己回帰モデルを当てはめ

たときに生じていた問題が解消され，輪郭を少数のパラ

メータでモデル化することが可能となる。この係数（複

素自己回帰係数）は輪郭の回転や輪郭点列を追跡する際

の始点の選び方に依存しない量であり，さらに，輪郭点

の量子化法を工夫すると，平行移動や大きさに対しても

不変となる [32,37,75,77,78]。また，この複素自己回帰モ

デルに基づき複素 PARCOR係数と呼ばれる量を定義す

ることができる [32,75,77,78]。これも形の相似変換に関

して不変な特徴となる。また，彼らは，これらの特徴を

高速に計算するためのアルゴリズムも示し [32,77,78]，こ

の複素自己回帰モデルに基づいて形の相似変換に不変な

２つの輪郭形状間の距離を定義し [33,76]，形の自動分類

や類似した形状の検索などの問題に適用している。

2.1.1 複素自己回帰モデルによる形の識別
ここでは，形状認識の問題を通して，複素自己回帰モ

デルについて考察する。そのためにまず，形の記述子と

して実自己回帰モデルを用いる従来法を概観し，その問

題点を指摘する。それから，複素自己回帰モデルに基づ

いた複素自己回帰係数および複素偏自己回帰係数（複素

PARCOR係数）を定義し，その性質について形の認識の

観点から考察し，複素自己回帰係数および複素PARCOR

係数の高速計算法についても紹介する。この高速計算法

は，音声波形等の実数値列に対する実自己回帰係数およ

び実 PARCOR係数をもとめる Levinson-Durbinのアル

ゴリズム [13]を，複素数値列に対する複素自己回帰係数

および複素 PARCOR係数を求めるために自然に拡張し

た計算法になっている [32,33]。また，これらの係数を用

いた形の相似変換に不変な識別方法も合わせて紹介する

[75]。
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2.1.1.1 従来法の問題点

図 2.1 極座標表

Duboisら [14]は，実自己回帰モデルを以下のように

して，図形の輪郭の認識に適用している。まず，輪郭線

を，図 2.1(a)に示すように，輪郭線の重心を原点とする

極座標を用い偏角をN 等分した放射状の線で標本化する

ことで，(ρj , θj), (θj = 2πj/N) のように表現している。

こうして得られた輪郭点列 {ρj}N−1
j=0 に対して，m次の

実自己回帰モデル

ρ̂j =
m∑

k=1

ckρj−k (2.1)

の係数 {ck}m
k=1 を最小二乗法により求め，それを形の認

識に利用している。このとき，モデルの係数は図形の相

似変換（平行移動，大小伸縮，回転）に関して不変な表

現となっている。しかし，図 2.1(b)に示すように，極座

標による等角度標本化を用いたのでは，放射状に伸びる

輪郭線（図 2.1(b)の 20, 21, 0, 1の付近の輪郭）に対し

て輪郭点位置が不安定になる。また，その輪郭点間隔が

不均等となってしまう。 さらに，図形によっては θ に

関して ρが多価となることもあり得る。こうした多価性

を解消するために，Duboisら [14]は，輪郭点の追跡順

（図 2.1(b)の数字の順）に実自己回帰モデルを当てはめ

る方法を提案している。しかし，これによって得られる

{ρj} からでは θj が一意に定まらないので，元の輪郭を

一意的に表現できなくなってしまう。

輪郭線に実自己回帰モデルを当てはめる他の手法とし

ては，輪郭線を曲率関数で表現する方法も考えることが

できる。しかし，曲率関数は図形の回転に不変な量であ

り，形の記述には適しているものの，輪郭線の微分に関

係する量であり，輪郭線の量子化等のノイズの影響を受

けやすいという欠点を持っている。そのため，得られる実

自己回帰係数はノイズに敏感なものとなってしまう [25]。

以上のような問題は，本来２次元の平面曲線を１次元

で表現しようとすることに起因している。そこで，2次

元平面上の輪郭点列に対して，２次元の実自己回帰モ

デルを適用することが考えられる。すなわち，輪郭点列

{(xj , yj)} に 2次元の実自己回帰モデル
 x̂j

ŷj


 =

m∑
k=1

Ak


 xj−k

yj−k


 (2.2)

を当てはめることが考えられる。しかし，この場合には，

得られる実自己回帰係数 {Ak}m
k=1は，残念ながら図形の

回転に伴う輪郭点列の回転に対して不変とはならない。

さらに，モデルの係数は 2行 2 列の行列となり，他の方

法に比べてモデルのパラメータ数が多くなってしまう（し

かし，後で見るように行列の性質をうまく使えば，モデ

ルの係数が行列であることは，それほど問題ではない）。

2.1.1.2 複素自己回帰モデルと複素 PAR-

COR 係数
ここでは，実数値列に対する従来の実自己回帰モデル

を複素数値列に対する複素自己回帰モデルへ拡張する。

まず，複素自己回帰モデルを定義し，複素自己回帰係数

の性質について考察する。次に，複素自己回帰モデルに

基づく複素偏自己相関係数（複素 PARCOR 係数）を定

義し，これらの係数の高速計算法を与える。

平面図形の輪郭線（平面曲線）を追跡して得られる点

列を {(xj , yj)}N−1
j=0 とし，その複素表現を zj = xj + iyj

とする。

このとき，m次の複素自己回帰モデルは，

ẑj =
m∑

k=1

akzj−k (2.3)

のように輪郭点を m個前までの輪郭点の線形結合で近

似するモデルとして定義される。ここで，モデルの係数

{ak}m
k=1 は平均二乗予測誤差 ε2(m)

ε2(m) = Ej |ẑj − zj |2

= āT Ra − r̄T a − āT r + r0

(2.4)



Main : 1999/4/16(15:3)

高次元ニューラルネットワーク関連研究の現状 5

が最小となるように決められる。ただし，

R =




r0 r̄1 . . . r̄m−1

r1 r0 . . . r̄m−2

r2 r1 . . . r̄m−3

· · · · · ·
rm−1 rm−2 . . . r0




, (2.5)

a = [a1, a2, a3, . . . , am]T , (2.6)

r = [r1, r2, r3, . . . , rm]T , (2.7)

rk = Ej(zj z̄j−k) (2.8)

である。また，Ej は次のような輪郭点列に関する平均

操作 (1/N)
∑N−1

j=0 を表わし，̄ は複素共役，
T は行列の

転置を表わしている。rk は複素相関係数であり，R は

Hermite 行列，すなわち R∗ = Rとなる ( ∗は共役転置

をとることを意味する)。

平均二乗予測誤差（式（2.4））を最小にするという基準

において，最適であるような複素自己回帰係数 {ak}m
k=1

は，

a = R−1r (2.9)

で与えられる。

また，このとき達成される最小平均二乗予測誤差 ε̂2(m)

は

ε̂2(m) = r0 − rT ā (2.10)

となる。

こうして得られた複素自己回帰係数の性質について考え

てみる。与えられた輪郭点列が複素表現されている場合，

原点まわりの角度 θ だけの回転は各輪郭点列を eiθ 倍す

ることに対応している。回転された輪郭点列 {eiθzj}N−1
j=0

に対する rk は，式（2.8）から求められるが，そこでは

eiθ 同士は互いに打ち消しあい，rk は回転によって不変

であることがわかる。したがって，式（2.9）も不変とな

り，結局，複素自己回帰係数も回転不変な量となる。ま

た，式（2.8）から rk は輪郭を追跡する際の開始点の選

び方に依存しない量であることがわかる。そのため，そ

れに基づいて計算される複素自己回帰係数も輪郭点列の

開始点の選び方には依存しない量となる。これらの性質

は，形の記述，表現を考える上で好ましいものである。

また，さらに興味深い性質として輪郭線の追跡方向（時

計回りか反時計回り）を変えると，得られる複素自己回

帰係数は，追跡方向を変更する前の複素自己回帰係数の

複素共役をとることにより得ることができる。このこと

は輪郭点列を逆方向に追跡した場合には，式（2.3）の右

辺は z の添字 −k を +k と置き換えたものとなり，rk

自身が複素共役となることから明らかである。

次に複素PARCOR係数について考える。実PARCOR

係数は実自己回帰係数と数学的に等価なものであるが，

実際の信号から実自己回帰モデルを構成していく上で実

自己回帰係数にはない優れた利点があることが知られて

いる。また，実 PARCOR係数は，いろいろな問題に対

して直接適用することも可能である。そのため，音声信

号処理においては，実 PARCOR 係数がしばしば用いら

れている。ここでは，輪郭点列の記述のために，実数値

列に対する実 PARCOR係数を複素数値列の場合に拡張

することによって，複素 PARCOR 係数を定義する。

実数値列に対する m 次の 実 PARCOR係数は，順方

向および逆方向の (m− 1) 次実自己回帰モデルによる予

測誤差の相互相関係数として定義されている。そこで，

m 次の複素 PARCOR 係数 pm を，順方向および逆方

向の (m − 1) 次の複素自己回帰モデルによる予測誤差

εf
j (m − 1) と εb

j(m − 1)の複素相互相関係数として，

pm = Ej(ε
f
j (m − 1)ε̄b

j−m(m − 1))/{
Ej(ε

f
j (m − 1)ε̄f

j (m − 1))

× Ej(εb
j−m(m − 1)ε̄b

j−m(m − 1))
}1/2

(2.11)

のように定義する。ただし，

εf
j (m − 1) = zj −

m−1∑
k=1

akzj−k, (2.12)

εb
j(m − 1) = zj −

m−1∑
k=1

bkzj+k (2.13)

である。ここで，{bk}m−1
k=1 は逆方向の (m− 1) 次複素自

己回帰係数である。

実はここで定義した m 次の複素 PARCOR係数 pm

は，m次の複素自己回帰係数 {ak}m
k=1 の am に等しいも

のとなっている。また，m 次の複素自己回帰モデルに対

して一つの複素 PARCOR係数 pm のみが定義されるた

め，モデルの次数が増加しても，その次数より低次の複

素 PARCOR係数は影響を受けないという利点がある。
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2.1.1.3 複素自己回帰係数と複素 PAR-

COR係数の高速計算法
複素自己回帰係数あるいは複素 PARCOR係数を用い

て形の認識を高速に行なうためには，これらの係数を高

速に求めることが必要である。m 次の複素自己回帰係数

を式（2.9）から Gaussの消去法などで求めると，O(m3)

の演算回数が必要となる。さらに 1 次から m 次までの

複素 PARCOR係数を全て求めるためには O(m4) の演

算回数が必要になる。栗田ら [34]は，1次から m 次まで

の複素自己回帰係数と複素 PARCOR 係数を O(m2) で

求める手法を与えている。ここではその手法を紹介する。

式（2.9）の次数に関する再帰式を考えよう。ここで次

数を明示するために，m 次複素自己回帰モデルにおける

式（2.5），（2.6），（2.7）の R，a，rを，それぞれ，R(m)，

a(m)，r(m) と書くことにする。

1 次の複素自己回帰モデルの複素自己回帰係数 a1 は，

明らかに

a(1) = r1/r0 (2.14)

である。2次以上の複素自己回帰モデルに対しては，R(m)

が

R(m) =


 R(m − 1), r̄(m − 1)l

r̄(m − 1)?, r0


 (2.15)

と表わせるので，ブロック行列の逆行列の公式を用いて

整理すると，m 次のモデルの複素自己回帰係数列ベク

トル a(m) は，(m − 1) 次のモデルの複素自己回帰係数

a(m − 1) を用いて，

a(m) =


 a(m − 1) − ā(m − 1)lpm

pm


 , (2.16)

pm = (rm − r(m − 1)? a(m − 1))

/(r0 − r(m − 1)T ā(m − 1)) (2.17)

と書ける。但し，a(m−1)lは a(m−1)の要素の順番を逆

にしたベクトル [am−1, am−2, ..., a1]T を表し，a(m−1)?

は a(m − 1)l の転置を意味する。

従って，1 次のモデル（式（2.14））から始めて，式

（2.16），（2.17）を繰り返し適用すれば，高次のモデルの

係数を次々と順番に求めていくことができる。また，式

（2.17）で与えられる pm は実は m 次の複素 PARCOR

係数と等しい。つまり，この方法で複素自己回帰係数と

複素 PARCOR係数が同時に求められることになる。こ

の方法は，結果的に実数値列に対する実自己回帰係数を

計算する手法として知られている Levinson-Durbinによ

るアルゴリズム [13]の複素数値列に対する複素自己回帰

係数を計算する場合への自然な拡張になっている。

また，上述の逐次式を用いて複素 PARCOR係数と平

均二乗誤差との間には

ε2(m)/ε2(m − 1) = 1 − pmp̄m, ε2(0) = r0 (2.18)

のような関係式が成り立つことも示すことができる。こ

の関係式は，モデルの次数を情報量基準等で決める際の

目安として利用できる。

2.1.1.4 複素自己回帰モデルを用いた形の

認識
ここでは複素自己回帰モデルを形の認識に用いるため

に，形の相似変換に不変な複素自己回帰係数および複素

PARCOR係数を求める方法を示し，これらの係数を特

徴量として形を識別する方法を示す。

「形（shape）」は，本来，パターンの相似変換に不変

な概念である。ここでは，複素自己回帰モデルに基づき，

形の認識のために必要な相似不変な特徴を得るための方

法を示す。式（2.16）からわかるように，複素PARCOR

係数 pm は m 次の複素自己回帰モデルの m 次の係数

am と等しいので，複素自己回帰係数について成立する

性質は同時に複素 PARCOR 係数でも成り立つ。

パターンの相似変換は，平行移動 zj +dと重心まわり

の回転 eiθzj，および大小伸縮 ρzj（ρ：正実数）とで表

わすことができる。前述のように複素自己回帰係数およ

び複素 PARCOR係数は原点まわりの回転と輪郭線（閉

曲線）を追跡する際の開始点の選び方に関して不変であ

る。そこで，これら以外の変換に関して不変となるよう

に複素自己回帰モデルを輪郭点列に当てはめる方法につ

いて考える。

平行移動に不変とするためには，重心を原点にとり輪

郭点列を表現する方法や，隣り合う輪郭点の差分に対し

て複素自己回帰モデルを当てはめる方法などが考えられ

る。輪郭の量子化誤差等のノイズの影響をより少なくす

るためには，前者の手法が好ましいと思われる。また，
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図 2.2 輪郭の量子化

前者の手法を採用することにより，重心まわりの回転に

対して係数が不変となる。

大小伸縮に不変とするためには，輪郭の全周長を N 等

分する区間に分割し，各区間内のデータ点を平均値で代

表させ，輪郭点列 {zj}N−1
j=1 とすればよい（図 2.2）。 大

きさの違う図形の輪郭点列は {ρzj}のように表現される
ので，rk は ρ2 倍になる。したがって，R や r も ρ2 倍

になる。しかし，これらは，式（2.9）右辺においてすべ

て打ち消しあうので，結局，複素自己回帰係数 aは大小

伸縮に対して不変となる。また，この方法は，輪郭の量

子化誤差を軽減する効果もある。

実際の形の認識においては，必ずしも大きさに不変に

する必要はなく，むしろ大きさの違いも区別したい場合

がある。そういう場合には，輪郭をある一定の周長で標本

化して複素自己回帰モデルを当てはめれば良いであろう。

次に，複素自己回帰係数や複素 PARCOR係数を特徴

ベクトルとして形を識別する方法について考える。理想

的には，複素自己回帰係数や複素 PARCOR係数は形の

相似変換に不変にできるので，同じ図形に対しては同じ

値をとることになる。したがって，例えば，特徴ベクトル

間のユークリッド距離を使うことにより，同一の形と他

の形とを識別できるはずである。しかし実際には，輪郭

点列を抽出する際の量子化誤差などの影響により同じ形

に対する係数も微妙に異なってくる。また，木の葉のよ

うに同じ種類の木から取ったものでも形そのものが微妙

に変形している場合もある。そこで，Bayesの識別方式

を採用することにする。Bayesの識別方式は，各クラス

内の特徴ベクトルの真の確率密度分布がわかっている場

合には，誤識別率を最小にすることが知られている。し

かし，実際には真の分布を完全に知ることは出来ないの

で，正規分布を仮定することが多い。クラス Ck の平均特

徴ベクトルを µk，共分散行列を Σk，先験確率を P (Ck)

とすると，正規分布を仮定した Bayesの識別では，特徴

ベクトル v は，事後確率

p(Ck|v) = −(1/2)(v − µk)T Σ−1
k (v − µk)

−(1/2) ln |Σk| + lnP (Ck) (2.19)

が最大となるようなクラスに識別される。ただし，特徴

ベクトルのクラス内変動は標本化誤差に起因するもので

あり，その値は非常に小さく，クラス内の共分散行列 Σk

の行列式の値は次元を大きくすると指数的に小さくなる。

このため，次元を大きくすると正則でなくなることがあ

る点に注意が必要である。

一方，判別分析を用いて，クラス内の変動を吸収しク

ラス間の分離を最大にする空間へ特徴ベクトル v を線形

写像して w を求め，wの空間（判別空間）上で識別する

方法も考えることができる。

2.2 3次元実自己回帰モデル

前述の複素自己回帰モデルを 2 次元の行列型自己回

帰モデルで表現し直すことにより，より高次元でのデー

タ点列の回転に対して，性質のよい振る舞いを示す自己

回帰係数を持つ自己回帰モデルを構成することができる

[82]。まず，この 2次元行列型自己回帰モデルを定義し，

そこでの知見を元に 3次元実自己回帰モデルを定義して

いく。

2.2.1 2次元行列型実自己回帰モデル
ここでは，得られた輪郭点列を複素表現することなく，

実数の組として扱いながら前述の複素自己回帰モデルと

同様に，その自己回帰係数もしくは PARCOR係数が輪

郭点列の回転に対して不変であるような 2次元の行列型

自己回帰モデルについて考える。

この行列型自己回帰モデルと複素自己回帰モデルは次

のような関係を通して繋がっており，独立なものという

わけではなく，むしろ数学的には等価なものである。
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x + iy

⇐⇒

 x −y

y x


 = x


 1 0

0 1


+ y


 0 −1

1 0


 .

(2.20)

ここで，

I =


 1 0

0 1


 , (2.21)

J =


 0 −1

1 0


 (2.22)

とおけば，J2 = −I を満たす。また，複素共役に対応す

る演算は，JT = −J のように行列の転置をとることで

実現できる。つまり，虚数単位 i と同様の性質をこの行

列 Jが持っていることがわかる。そこで，複素数に対応

して次のような行列から成る集合 M2 を定義する。すべ

ての (x, y)T ∈ IR2 に対して，

M2 =


Z

∣∣∣∣∣∣ Z =


 x −y

y x




 . (2.23)

このとき，2次元行列型自己回帰モデルは次のように定

義することができる。N 個の輪郭点列

{(xj , yj)}N−1
j=0 が与えられたとき，

Zj =


 xj −yj

yj xj


 , for j = 0, . . . , N − 1 (2.24)

として，m 次行列型自己回帰モデルは，次のように定義

される。

Ẑj =
m∑

l=1

Zj−lAl, (2.25)

ただし，Al ∈ M2 であり，自己回帰係数行列 Al は，こ

のときの平均二乗予測誤差

ε2 = trEj(Zj − Ẑj)T (Zj − Ẑj)

= tr
m∑

k,l=1

AT
k RklAl − tr

m∑
k=1

AT
k Rk

−tr
m∑

k=1

RT
k Ak + trR0 (2.26)

を最小にするものとして与えられる。ただし，

Rkl = EjZT
j−kZj−l

= Ej(xj−kxj−l + yj−kyj−l)I

+Ej(−xj−kyj−l + yj−kxj−l)J ,

(2.27)

Rk = EjZT
j−kZj

= Ej(xjxj−k + yjyj−k)I

+Ej(−xjyj−k + yjxj−k)J , (2.28)

R0 = Ej(xjxj + yjyj)I

+Ej(−xjyj + yjxj)J , (2.29)

Ak = Ax
kI + Ay

kJ (2.30)

である。このとき Ak は次の連立方程式を解くことによ

り求めることができる。

m∑
l=1

RklAl = Rk . (2.31)

まず，次の諸量を定義する。

tp = Ej(xjxj−p + yjyj−p) , (2.32)

sp = Ej(−xjyj−p + yjxj−p) . (2.33)

このとき，α = 2(k − 1) + i, β = 2(l − 1) + jとすると

き，αβ 成分が (Rkl)ij であるような 2m × 2m の行列

Ξm と，α 成分が (tk, sk)T の第 i 成分であるような 2m

次元のベクトル Ψm および β 成分が (Ax
l , Ay

l )T の第 j

成分であるような 2m 次元のベクトル Λm を定義する

と，式 (2.31)は次のように書きなおすことができる。

ΞmΛm = Ψm , (2.34)

ただし，

Ξm =




t0 0 · · · tm−1 −sm−1

0 t0 · · · sm−1 tm−1

...
...

. . .
...

...

tm−1 −sm−1 · · · t0 0

sm−1 tm−1 · · · 0 t0




,

(2.35)
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であり，

Λm =




Ax
1

Ay
1

...

Ax
m

Ay
m




, Ψm =




t1

s1

...

tm

sm




(2.36)

である。これを解くことにより自己回帰係数 Aa
k を求め

ることができる。すなわち，

Λm = Ξ−1
m Ψm . (2.37)

さてここで，この Ak が M2 内の回転すなわち輪郭

点列の回転変換に対して不変であることを確認しておこ

う。輪郭点列に対して回転変換が施されたとき，
 xj−k

yj−k


→


 cos θ − sin θ

sin θ cos θ




 xj−k

yj−k


 ,

(2.38)

のように変換される。このとき,各 Zj−k(k = 0, 1, . . . , m)

は，

Zj−k →

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ


Zj−k (k = 0, 1, . . . , m)

(2.39)

のように変換されるので,

ZT
j−k


 cos θ − sin θ

sin θ cos θ




T
 cos θ − sin θ

sin θ cos θ


Zj−l

= ZT
j−kZj−l (2.40)

となる。したがって，式 (2.27), (2.28), (2.31)から M2

における回転に対して自己回帰係数行列Ak は不変であ

ることがわかる。以上で，複素自己回帰モデルの行列型

自己回帰モデルによる再構成ができたことになる。

2.2.2 3次元実自己回帰モデル
ここでは，前述の 2次元行列型自己回帰モデルのとき

の経験を元に，輪郭点列に回転変換が施されたときに，

性質のよい振る舞いを示す自己回帰係数を持つような 3

次元行列型自己回帰モデルについて考える [82][83] (これ

らの参考文献中の自己回帰係数に対する変換性について

の結果は正しいが, その導出には一部誤りがあるので注

意されたい)。

このとき，ポイントとなるのは複素自己回帰モデルの

ときには {1, i}が，2次元行列型自己回帰モデルのとき

には {I,J}が，それぞれの自己回帰モデルを構成する際
の基底となっていたことである。この基底の持つ回転変

換に対する性質が，輪郭点列の回転に伴う自己回帰係数

の変換性を特徴付けていたということができる。つまり，

これに対応するような 3次元空間での基底を見つけるこ

とできれば回転変換に対して性質の良い変換性を持った

自己回帰モデルを構成できるものと期待できる。

さて，複素数の自然な拡張が，いわゆるハミルトンの

４元数

σ0 =


 1 0

0 1


 , σ1 =


 0 1

1 0


 ,

σ2 =


 0 −i

i 0


 , σ3 =


 1 0

0 −1




(2.41)

であることはよく知られている。したがって，自己回帰モ

デルを構成する空間の基底が {1, i} の自然な拡張になっ
ているべきであるという立場に立てば，3次元空間にお

いて，複素自己回帰モデルの自然な拡張としてのモデル

を構成することはできないことになる。

そこで, ここでは, ダミーの４番目の変数を３次元の

データに加えることにより, ４次元化して３次元自己回

帰モデルを構成することにする。

まず, N 個の輪郭点列 {Zj = (xj , yj , zj)T }N−1
j=0 が与

えられたとき，

Z̃j =


 tj

Zj


 ,


 j = 0, . . . , N − 1

tj = 0
(2.42)

として，
3∑

a=0

σa ˆ̃Z
a

j = −i

m∑
k=1

(
3∑

a=0

σaZ̃
a

j−k

)(
3∑

b=0

σbAb
k

)

= −iσ0

(
m∑

k=1

Zj−k · Ak

)

+
3∑

a=1

σa

(
m∑

k=1

Zj−k × Ak

)a

, (2.43)

ただし, A0
k = 0 とする。このとき,

t̂j = −i

m∑
k=1

Zj−k · Ak , (2.44)
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Ẑj =
m∑

k=1

Zj−k × Ak , (2.45)

のように,３次元自己回帰モデルを定義することができる。

次に，自己回帰係数を求めなければならない。それに

は平均二乗予測誤差 ε2 を最小にするように自己回帰係

数を選べばよい。そこで，

Rk = EjZj × Zj−k , (2.46)

Rkl = Ej{(Zj−k · Zj−l)I + Zj−kZT
j−l

−Zj−lZT
j−k} (2.47)

とすれば，平均二乗予測誤差は，

ε2 = Ej(
m∑

k=1

Zj−k · Ak)(
m∑

k=1

Zj−k · Ak)

+Ej(Zj −
m∑

k=1

Zj−k × Ak) ·

(Zj −
m∑

l=1

Zj−l × Al)

= Ej [Zj · Zj − 2
m∑

k=1

AT
k (Zj × Zj−k)

+
m∑

k,l=1

AT
k ((Zj−k · Zj−l)I + Zj−kZT

j−l

−Zj−lZT
j−k)Al]

= EjZj · Zj − 2
m∑

k=1

AT
k Rk +

m∑
k,l=1

AT
k RklAl

(2.48)

と表すことができる。これを最小にするという条件の下

で次の式を得ることができる。

m∑
l=1

RklAl = Rk. (2.49)

そこでまず，次の諸量を定義する。

tp = EjZj · Zj−p , (2.50)

s1
p = Ej(Z2

j Z3
j−p − Z3

j Z2
j−p) , (2.51)

s2
p = Ej(Z3

j Z1
j−p − Z1

j Z3
j−p) , (2.52)

s3
p = Ej(Z1

j Z2
j−p − Z2

j Z1
j−p) . (2.53)

これらを用いて，Rk と Rkl は次のように書き直すこと

ができる。

Rk =




s1
k

s2
k

s3
k


 , (2.54)

Rkl =




tl−k s3
l−k −s2

l−k

−s3
l−k tl−k s1

l−k

s2
l−k −s1

l−k tl−k


 . (2.55)

ここで,

RT
kl = Rlk (2.56)

である。

さらに，α = 3(k − 1) + i, β = 3(l − 1) + jとすると

き，αβ 成分が (Rkl)ij であるような 3m × 3m の行列

Ξm と，α 成分が (Rk)i であるような 3m 次元のベクト

ル Ψm および β 成分が (Al)j であるような 3m 次元の

ベクトル Λm を定義すると，式 (2.49) は次のように書

きなおすことができる。

ΞmΛm = Ψm , (2.57)

ただし，

Ξm

=




t0 0 0 · · · tm−1 s3
m−1 −s2

m−1

0 t0 0 · · ·−s3
m−1 tm−1 s1

m−1

0 0 t0 · · · s2
m−1 −s1

m−1 tm−1

...
...

...
. . .

...
...

...

tm−1 −s3
m−1 s2

m−1 · · · t0 0 0

s3
m−1 tm−1 −s1

m−1· · · 0 t0 0

−s2
m−1 s1

m−1 tm−1 · · · 0 0 t0




,

(2.58)

であり，

Λm =




A1
1

A2
1

A3
1

...

A1
m

A2
m

A3
m




, Ψm =




s1
1

s2
1

s3
1

...

s1
m

s2
m

s3
m




(2.59)
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である。これを解くことにより自己回帰係数 Aa
k を求め

ることができる。すなわち，

Λm = Ξ−1
m Ψm (2.60)

である。また，このときの平均二乗予測誤差は次のよう

になる。

ε(m,A)2 = t0 − ΨT
mΛm . (2.61)

次に，こうして得られた自己回帰係数が，回転変換に

対してベクトルのように振る舞うことを示そう。Zが，回

転変換によりMZ（ Mは３次元の回転行列を表してい

る ）に写されるとき，式 ( 2.47 )より Rklは，MRklMT

に写される。また，Rk は，軸性ベクトルなので回転変換

の下ではMRk のように変換する。このとき, 式 (2.49)

より
m∑

l=1

MRklMT Al =
m∑

l=1

MRl (2.62)

が成立するので，回転変換の下で Ak はベクトルのよう

に変換されなければならない, つまりMAk のようにベ

クトル的に変換されなければならないことがわかる。

2.3 4次元実自己回帰モデル

ここではハミルトンの４元数を基底に持つ空間上に自

己回帰モデルを構築することで，4次元行列型自己回帰

モデルについて考察する [83](この参考文献中の自己回帰

係数に対する変換性についての結果は正しいが, その導

出には一部誤りがあるので注意されたい)。ハミルトンの

４元数は SU(2)，すなわち 2次元複素空間での回転群の

基底になっているので，この空間での回転は SU(2) の

元による随伴変換で表すことができる。

ハミルトンの４元数 {σα}は，積について閉じている
ので（定数倍は無視する），これを基底として 4次元行列

型自己回帰モデルを構成することにする。まず,次のよう

な線形空間 M̃2を定義する。すべての (x, y, z, w)T ∈ IR4

に対して,

M̃2 =


Z

∣∣∣∣∣∣Z =


 x − iw −iy − z

−iy + z x + iw




 (2.63)

このとき, ４次元行列型自己回帰モデルは次のようなも

のとなる。N 個の輪郭点列 {(xj , yj , zj , wj)}N−1
j=0 が与え

られたとき，

Zj =


 xj − iwj −iyj − zj

−iyj + zj xj + iwj


 , for j = 0, . . . , N−1

(2.64)

として，

Ẑj =
m∑

k=1

Zj−kAk . (2.65)

ただし，Ak ∈ M̃2であり,このときの自己回帰係数 {Ak}
は，次の平均二乗予測誤差 ε2 を最小にするものとして

求めることができる。

ε2 = trEj(Zj − Ẑj)†(Zj − Ẑj)

= tr
m∑

k,l=1

A†
kRklAl − tr

m∑
k=1

A†
kRk

−tr
m∑

k=1

R†
kAk + trR0 , (2.66)

ただし,

Rkl = EjZ
†
j−kZj−l , (2.67)

Rk = EjZ
†
j−kZj , (2.68)

R0 = EjZ
†
jZj , (2.69)

Ak =


 Ax

k − iAw
k −iAy

k − Az
k

−iAy
k + Az

k Ax
k + iAw

k


 . (2.70)

である。このとき, 自己回帰係数行列は,

Rk =
m∑

l=1

RklAl , (2.71)

を, これまでと同様にして解くことにより得ることが出

来る。また, ここで次のような諸量を定義すれば,

tp = Ej(xj−pxj + yj−pyj + zj−pzj + wj−pwj) ,

(2.72)

s1
p = Ej(xj−kwj − wj−kxj) , (2.73)

s2
p = Ej(yj−kzj − zj−kyj) , (2.74)

s3
p = Ej(xj−kzj − zj−kxj) , (2.75)

s4
p = Ej(yj−kwj − wj−kyj) , (2.76)

s5
p = Ej(xj−kyj − yj−kxj) , (2.77)

s6
p = Ej(zj−kwj − wj−kzj) , (2.78)
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Rkl,Rk,R0は, 以下のように書き直すことができる。

Rkl =


 tk−l − i(s1

k−l − s2
k−l)

s3
k−l + s4

k−l − i(s5
k−l − s6

k−l)

−(s3
k−l + s4

k−l) − i(s5
k−l − s6

k−l)

tk + i(s1
k−l − s2

k−l)


 , (2.79)

Rk =
 tk − i(s1

k − s2
k) −(s3

k + s4
k) − i(s5

k − s6
k)

s3
k + s4

k − i(s5
k − s6

k) tk + i(s1
k − s2

k)


 ,

(2.80)

R0 =


 t0 0

0 t0


 . (2.81)

ところで，この自己回帰係数は輪郭点列の回転に際して

一般には不変ではない。なぜなら，この空間上での回転

は SU(2) の元 G を使って，

GZjG
† , (2.82)

と書けるが，たとえば G として σ2 により生成される

回転

G2 = exp
{

θ

2
σ2

}
=


 cos θ

2 − sin θ
2

sin θ
2 cos θ

2


 (2.83)

を考えてみると，この回転変換の下で EjZj−kZj は，

G2EjZj−kZjG
†
2

=


 tk − i(s1

k − s2
k) cos θ + i(s5

k − s6
k) sin θ

s3
k + s4

k − i(s5
k − s6

k) cos θ − i(s1
k − s2

k) sin θ

−(s3
k + s4

k) − i(s5
k − s6

k) cos θ − i(s1
k − s2

k) sin θ

tk + i(s1
k − s2

k) cos θ − i(s5
K − s6

k) sin θ


 ,

(2.84)

のように変換される。したがって式 (2.67), (2.68), (2.69),

(2.71)より，自己回帰係数行列 {Ak}が回転に対して不
変になっていないことがわかる。

しかし，M̃2での回転が SU(2)の元Gを使ってGZG†

のように表せるために, 輪郭点列の回転を M̃2 上での回

転として見直すことにより, 自己回帰係数行列はテンソ

ルのように振舞うことがわかる。すなわち,

GRkG† = G

m∑
l=1

RklAlG
† ,

=
m∑

l=1

GRklG
†GAlG

† , (2.85)

Al → GAlG
† . (2.86)

2.4 K次元実自己回帰モデル

ここでは，より一般の高次元自己回帰モデルについて

考察する。ただし，ここで考察される自己回帰モデルは，

すべてこれまで同様に輪郭点列の回転に対して，その自

己回帰係数が特徴的な振る舞いを示す，すなわち性質の

良い変換性を示すものである。ただ単に高次元へ自己回

帰モデルを拡張しただけでは，輪郭点列の回転に対する

自己回帰係数の変換性は性質の良いものになるとは限ら

ない。

さて，K次元の輪郭点列が与えられたとき SO(K)（K

次元回転群）の基底もしくは SO(K) の被覆群の基底が

わかっていれば，K 次元自己回帰モデルは，3次元自己

回帰モデルと同様な手続きで構成することができる。

しかし，ここでは少し違ったやり方で K 次元自己回

帰モデルを構成してみる。それは，SU(K)（特殊ユニタ

リー群，すなわち K 次元複素空間での回転群）の Lie

代数の満たす交換関係を利用したものである（ちなみに，

SU(2) の Lie 代数としてパウリ行列が登場する）。そこ

で，この方法で構成される自己回帰モデルを SU(K) 自

己回帰モデルと呼ぶことにする。

まず，SU(K) の Lie 代数 {La} の張る線形空間
MK2−1 を定義する。すべての IRK2−1 の元 V =(
V 1, . . . , V K2−1

)T

に対して，

MK2−1 =


X

∣∣∣∣∣∣X =
K2−1∑
a=1

V aLa


 . (2.87)

SU(K)の Lie 代数 {La}K2−1
a=1 は次の交換関係を満たす。

[
La , Lb

]
= i

K2−1∑
c=1

fabcLc , (2.88)

ただし，[A, B] = AB − BA であり，fabc は SU(K)

の構造定数と呼ばれるものである。この構造定数 fabc

は，SU(K)が半単純 Lie 群であるために，添え字 a, b, c

の入れ換えに対して完全反対称である。また，この構造

定数を与えることにより SU(K) の構造を完全に決定
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できることが知られている。(K2 − 1) 次元の輪郭点列{
Zj

∣∣∣∣Zj =
(
Z1

j , . . . , ZK2−1
j

)T
}N−1

j=0

が与えられたとき，

m 次の SU(K) 自己回帰モデルは線形空間MK2−1 上に

次のように構成することができる。

K2−1∑
a=1

LaẐa
j = −i

m∑
k=1


 K2−1∑

a=1

LaZa
j−k ,

K2−1∑
b=1

LbAb
k




=
m∑

k=1

K2−1∑
a,b,c=1

fabcLcZa
j−kAb

k , (2.89)

すなわち，

Ẑa
j =

m∑
k=1

K2−1∑
b,c=1

fabcZb
j−kAc

k . (2.90)

このとき自己回帰係数 Ak は，次の平均二乗予測誤差を

最小にするように定められる。

ε(m)2 = Ej

K2−1∑
a=1


Za

j −
m∑

k=1

K2−1∑
b,c=1

fabcZb
j−kAc

k




2

= EjZj · Zj − 2
m∑

k=1

Ak · Rk

+
m∑

k,l=1

AT
k RklAl ,

(2.91)

ただし，

(Rk)a = Ej

K2−1∑
b,c=1

fabcZb
j Zc

j−k , (2.92)

(Rkl)ab = Ej

K2−1∑
c,d,e=1

facdf bceZd
j−kZe

j−l , (2.93)

(Rkl)ab = (Rlk)ba . (2.94)

このとき，自己回帰係数は，

m∑
l=1

RklAl = Rk , (2.95)

を解くことにより得ることができる。

この自己回帰係数の SU(K) 回転に対する性質は，Rk

の変換性に依存して決定される。つまり，もし Rk が

SU(K) 回転の下でベクトルとして振舞えば，得られる

自己回帰係数もベクトルとして振舞う。

2.5 本章のまとめ

本章では，図形の形（輪郭）などの平面上の曲線の認

識のための平面曲線の自然な記述（不変特徴抽出）法と

して，複素自己回帰モデルに基づく手法を紹介した。さ

らに，この複素自己回帰モデルを行列形式で書き直すこ

とで，自己回帰係数が輪郭点列の回転変換に対して性質

の良い変換性を示すような高次元の自己回帰モデルを構

成することができることを示した。特に，3次元自己回

帰モデルは，3次元空間での輪郭点列の回転変換に対し

てその自己回帰係数がベクトルのように振舞うことを確

かめた。この性質を利用して，物体の 3次元空間での回

転の前後での輪郭点列を与えることにより，その物体の

3次元空間での回転軸および回転角を推定するために利

用することもできるだろう。

さまざまなデータから，認識に必要な特徴を，ある特

定の変換の下でのその特徴量の変換性に注目して抽出す

ることはパターン認識の基本であり，どういう変換に注

目するかが問題を容易にもしたり難しくしたりもする。

安直に低次元空間のデータ解析手法を高次元に当てはめ

ることは複素自己回帰モデルの必要性を説明したところ

でみたようにあまり良いことばかりとは言えないだろう。

そして，このことが複素数へのモデルの拡張およびより

高次元空間へのモデル拡張を行うことの重要性を示して

いるとも言える。
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第 3 章 多層型高次元ニューラ

ルネットワーク

本章では, 多層型の高次元ニューラルネットワークの研

究の現状について述べる。

3.1 多層型複素ニューラル 　　　　

ネットワーク

まず, 多層型の複素ニューラルネットワークについて

述べる。

3.1.1 モデル
今までに提案された多層型複素ニューラルネットワー

クには,いくつかの種類がある。本項では,それらを概観

する。

3.1.1.1 Widrowモデル
多層型, 相互結合型にかかわらず, 最初に, ニューラル

ネットワークを複素数に拡張したのは, Widrowら [90]

である。彼らが対象としたのは, １つの複素ニューロン

である（図 3.1参照）。

図 3.1 複素ニューロン

s1, · · · , sn, wj1, · · · , wjn, fC(zj)は, すべて複素数.

すなわち, 入力信号, 重みおよび出力信号はすべて複素数

である。ニューロンモデルでは, 通常, 閾値が想定されて

いるが, 本モデルでは使われていない (つまり, 閾値はゼ

ロ)。複素ニューロン jの内部ポテンシャル zj は,

zj =
∑

k

wjksk (3.1)

と定義される。ここで, wjk は複素ニューロン j と複素

ニューロン kとの間の重みを表す複素数, skは複素ニュー

ロン kから出力された複素ニューロン jへの入力信号を

表す複素数である。出力信号 fC(zj)は次のように定義さ

れる：

fC(zj)=zj , zj =xj + iyj , i=def
√−1. (3.2)

この関数は正則であるが, 有界ではない。また, 非線形性

を含んでいない。

Widrowらは, この複素ニューロンに対する学習アル

ゴリズムとして, 複素ＬＭＳアルゴリズムというものを

導いた。これはWidrow-Hoff LMS(Least-Mean-Square)

アルゴリズム [31,88,89]の複素数版である。LMSアルゴ

リズムは, 実ニューロン（通常の実数タイプのニューロ

ン）に対して適用されるものであり, 基本的に最急降下

法に基づいている。つまり, 重みを逐次的に修正し, 学習

誤差を徐々に小さくしてゆくことによって所望の出力値

を得るものである。重みの変化規則は次のとおりである：

wjk(n + 1) = wjk(n) + 2µεsk. (3.3)

ここで, nは時刻, µは学習率, ε = d− yは学習誤差を表

す。dは教師信号, yは実際の出力値である。wjk(n+ 1),

wjk(n), µ, ε, sk, d, yはすべて実数である。

これに対して, 複素ＬＭＳアルゴリズムも, 基本的に最

急降下法に基づいて導かれる。その重みの変化規則は次

のとおりである：

wjk(n + 1) = wjk(n) + 2µεs̄k. (3.4)

ここで, µは学習率を表す実数, wjk(n+1)および wjk(n)

は重みを表す複素数, εは学習誤差を表す複素数, sk は

入力信号を表す複素数, s̄k は複素数 sk の共役複素数で

ある。

3.1.1.2 Kim·Leungモデル
ここで述べるモデルは, Kimら (1990年)と Leungら

(1991年)が独立に提案したものである。
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まず, Kimモデルについて述べる [26]. 彼らが対象と

した複素ニューロンを図 3.2に示す。

図 3.2 複素ニューロン

s1, · · · , sn, wj1, · · · , wjn, fC(zj)は, すべて複素数.

入力信号, 重み, 閾値および出力信号はすべて複素数で

ある。ただし , 閾値は 1 + iに固定されている。ニューロ

ンの出力関数 fC : C → Cは次のとおりである（Cは複

素数全体の集合）：

fC(z) =
1

1 + exp (−z)
, z=x + iy. (3.5)

この関数は正則であるが, 有界ではない。また, 非線形性

を含んでいる。

彼らは, このような複素ニューロンから構成される３

層のニューラルネットワーク（図 3.3参照）を対象とし

て, 最急降下法を使って学習アルゴリズムを導いた。た

だし, 具体的な学習アルゴリズムは記載されていない。

また, 学習の対象は重みだけであり, 閾値は 1 + iに固

定されていて, 学習の対象にはなっていない。学習誤差

は
∑N

k=1 |dk − yk|2, ただし, dkは出力ニューロン kの教

師信号, ykは出力ニューロン kの実際の出力値である。

そして, 提案した複素ニューラルネットワークの有効

性を確かめるために, 排他的論理和（ＸＯＲ）を使って

計算機実験を行なった結果,学習誤差は１０％にまでなっ

たと報告している。実験には, 入力ニューロン２個, 中間

ニューロン２個, 出力ニューロン１個の 2-2-1ネットワー

クが用いられた。

次に, Leungモデルについて述べる [36]。Kimモデル

との相違点のみ述べる。異なる点は次のとおりである：

1.閾値も学習の対象にしている,

2.一般の n層のネットワークに対する学習アルゴリズ

ムを導いている,

3.出力関数 (式 (3.5))に特異点があるため収束しない

ということにも触れていて,その回避策として, 特異

点を避けるために入力パターンをスケーリングする

ことによって, ある領域に押し込めているという点

である（具体的なスケーリング方法については明示

されていない）。

そして,提案した複素ニューラルネットワークの有効性を

確かめるために, 簡単な学習パターンを使って計算機実

験を行なった結果, 確かに収束することを確かめている。

図 3.3 3層複素ニューラルネットワーク

3.1.1.3 新田 ·Benvenutoモデル
ここで述べるモデルは, 新田ら (1991年)と Benvenuto

ら (1992年)[11]が独立に提案したものである。

まず, 新田らが提案したモデルについて, 文献 [43,48,

50,52,66,67,69]に従って述べる。

新田らは, 従来のバックプロパゲーション学習アルゴ

リズム (実ＢＰ)[73] の複素数版である複素バックプロパ

ゲーション学習アルゴリズム (複素ＢＰ)を提案した。複

素ＢＰは,ニューロン間の結合の重みおよび各ニューロン

が持つ閾値がすべて複素数である階層型ニューラルネッ

トワークに適用される。

以下では, まず, 実ＢＰの理論的な基礎となっている学

習識別理論 [5]を複素数に拡張することにより複素学習

識別理論を用意し , 複素ＢＰの理論的基礎とする。複素

ＢＰはこの複素学習識別理論から導出され, 学習収束性

についても, これにより保証される。
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(a)複素学習識別モデル

実ＢＰの理論的基礎となっている学習識別理論 [5]に

おけるモデルに複素数要素を加味したモデル（複素学習

識別モデル）を考える。まず, ２つの複素パターン情報

源を考え, 情報源１から複素パターン x ∈ Cn, 情報源

２から複素パターン y ∈ Cm が未知なる同時確率 P (x,

y) で発生するものとする（x ∈ Cn, y ∈ Cm であるこ

とに注意）。ここで, {(x,y)}は階層型ニューラルネット
ワークにおける学習パターンに対応するものであり, 有

限個とする。学習の目的は, 情報源１からの複素パター

ンxが与えられたときに, 情報源２からの複素パターンy

を推定できるようになることである。推定を与える関数

を z(w, x) : Rp ×Cn → Cmとする（Rは実数の全体を

あらわす）。w ∈ Rp は階層型ニューラルネットワーク

における結合の重みと各ニューロンの閾値のそれぞれの

実部と虚部をすべてまとめたものに対応し , 推定関数zの

出力値は階層型ニューラルネットワークが出力する出力

パターンに対応する。また, r(y′, y) : Cm × Cm → R+

（R+ は０以上の実数の全体をあらわす）を, 複素パター

ンyを複素パターンy′ で推定したときの損失関数とし ,

R(w) : Rp → R1 をパラメータ wを用いたときの平均

損失とする。すなわち,

R(w) def=
∑
x

∑
y

r(z(w, x), y)P (x, y) (3.6)

と定義する。R(w)は階層型ニューラルネットワークが

出力する出力パターンと出力学習パターン（教師パター

ン）との誤差に対応するものであり, この値が小さいほ

ど良い推定であることになる。

(b)学習収束定理

複素学習識別モデルにおける学習アルゴリズムを示し,

その収束性を確認する。それは確率的降下法 [5]の複素

数版である。

離散時間パラメータ nを導入し , (xn, yn)を時刻 nに

おいて発生する複素パターンとし, パラメータwを

wn+1 = wn + ∆wn (3.7)

に従って修正するものとする。Rn(wn)を時刻 nにおけ

る平均損失とする。また, R(w)を最小または極小ならし

めるパラメータwを最適なパラメータと定義する。

このとき, 次の定理が成り立つ。証明については [43,

66,69]を参照されたい。

定理 1. 十分小さな正数 ε と正定値行列Aに対して, パ

ラメータwを修正量

∆wn = − εA∇r(z(wn, xn), yn) n = 0, 1, · · · (3.8)

に従って修正を行なうことにより, 平均損失 R に関して

最適なパラメータwがいくらでも良い精度で得られる (∇
はwに関する gradient)。 2

(c) 複素ＢＰネットワーク

次に,対象とする複素ＢＰネットワークについて述べる。

複素ニューロンは図 3.4に示すとおりである。入力信

号, 重み, 閾値および出力信号はすべて複素数とする。複

素ニューロン jの内部ポテンシャル zj は,

zj =
∑

k

wjksk + tj (3.9)

と定義する。ここで, wjkは複素ニューロン jと複素ニュー

ロン kとの間の重みを表す複素数, skは複素ニューロン

kから出力された複素ニューロン jへの入力信号を表す

複素数, tj は複素ニューロン j の閾値を表す複素数であ

る。出力信号 fC(zj)は次のように定義される：

fC(zj)=fR(xj) + ifR(yj), zj =xj + iyj , (3.10)

ただし, fR(u) = 1/(1 + exp(−u)), i =
√−1 であ

る。すなわち, 複素ニューロンの出力値の実部および虚

部は, それぞれ, 複素ニューロンへの入力の総和 zj の

実部, 虚部に関するシグモイド関数であり, 明らかに,

0 ≤ Re[fC ], Im[fC ] ≤ 1, |fC(zj)| ≤ √
2 を満たす

（Re[z], Im[z]はそれぞれ複素数 zの実部, 虚部）。

次に, 上で定式化した複素ニューロンを使って, 複素Ｂ

Ｐネットワークを定式化する。

簡単のために,３層のネットワークを例にとる（図3.3）。

wjiを入力複素ニューロン iと中間複素ニューロン jとの

間の結合の重み, vkjを中間複素ニューロン jと出力複素

ニューロン kとの間の結合の重み, θjを中間複素ニューロ

ン jが持つ閾値, γkを出力複素ニューロン kが持つ閾値

とする。また, Ii, Hj , Okを, それぞれ, 入力複素ニュー

ロン i, 中間複素ニューロン j, 出力複素ニューロン kの
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図 3.4 複素ニューロン

s1, · · · , sn, wj1, · · · , wjn, tj , fC(zj)は, すべて複素数.

出力値とし , Uj , Skをそれぞれ中間複素ニューロン j, 出

力複素ニューロン kの内部ポテンシャルとする。すなわ

ち, Uj =
∑

i

wjiIi + θj , Sk =
∑

j

vkjHj + γk, Hj =

fC(Uj), Ok = fC(Sk)と定義する。また,出力複素ニュー

ロン kに対する教師パターン（出力学習パターン）Tkと

出力複素ニューロン k の出力値 Ok との誤差を δk とす

る。つまり, δk = Tk − Ok と定義する。最後に, 複素パ

ターン pに対する２乗誤差を Ep = (1/2)
∑

k

|Tk − Ok|2

と定義する。

(d) 複素ＢＰ学習アルゴリズムの導出

複素学習識別理論を,先に定義した複素ＢＰネットワー

クに適用することにより, 複素ＢＰ学習アルゴリズムを

導出する。

学習率 ε > 0 を十分小さくとり, 正定値行列Aを単位

行列として, 定理 1を適用すると, 結合の重みおよび閾値

の修正量は,

∆vkj =−ε
∂Ep

∂Re[vkj ]
− iε

∂Ep

∂Im[vkj ]
, (3.11)

∆γk =−ε
∂Ep

∂Re[γk]
− iε

∂Ep

∂Im[γk]
, (3.12)

∆wji =−ε
∂Ep

∂Re[wji]
− iε

∂Ep

∂Im[wji]
, (3.13)

∆θj =−ε
∂Ep

∂Re[θj ]
− iε

∂Ep

∂Im[θj ]
(3.14)

とすれば良いことになり, 結局,

∆vkj = Hj∆γk, (3.15)

∆γk = ε

{
Re[δk](1 − Re[Ok])Re[Ok]

+iIm[δk](1 − Im[Ok])Im[Ok]
}

, (3.16)

∆wji = Ii∆θj , (3.17)

∆θj = ε

[
(1 − Re[Hj ])Re[Hj ]

∑
k

{
Re[δk](1 − Re[Ok])Re[Ok]Re[vkj ]

+Im[δk](1 − Im[Ok])Im[Ok]Im[vkj ]
}

−i(1 − Im[Hj ])Im[Hj ]∑
k

{
Re[δk](1 − Re[Ok])Re[Ok]Im[vkj ]

−Im[δk](1 − Im[Ok])Im[Ok]Re[vkj ]
}]

(3.18)

が得られる。ここで, zは複素数 zの共役複素数である。

参考のために, 実ＢＰにおけるパラメータの修

正量を次に記しておく。式 (3.19) – (3.22) と式

(3.15) – (3.18) は互いに似通った形をしていること

がわかる。ただし , 式 (3.19) – (3.22) においては,

δk, Ii, Hj , Ok, vkj , γk, wji, θj はすべて実数である。

∆vkj = Hj∆γk, (3.19)

∆γk = εδk(1 − Ok)Ok, (3.20)

∆wji = Ii∆θj , (3.21)

∆θj = ε(1 − Hj)Hj

∑
k

{δk(1 − Ok)Okvkj}. (3.22)

(e) 出力関数について

新田は, ニューロンの出力関数に関して, 文献 [66] に

おいて次のように述べている:

『我々は, 当初, Kimら [26]とは独立に, 出力関

数に彼らと同じ fC(z) = 1/(1+exp(−z)),ただ

し , z = x+ iyを使った定式化を行なった。この

定式化が最も自然であると思われたし , この関

数は正則関数であることから, 興味深い結果が

出てくるであろうと予想したからである。しか

し , 実験の結果,我々の行なった実験の範囲内で

は収束しなかった（発散した）。そこで, 出力関

数が有界でなかったことに着目し , 正則ではな

いが, 有界な関数 (式 (3.10))を用いたという経

緯があった。正則かつ有界な出力関数を用いる

ことを考えると, リュービルの定理（たとえば,

[24]）により, 全複素平面Cで正則かつ有界な
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関数は定数だけとなる。よって, 出力関数を有

界にしようとすると,どうしても正則性を破ら

ざるを得ない。そのひとつの結果が, 式 (3.10)

で与えた正則ではないが有界な関数である。ち

なみに, 有界でない出力関数を持つWidrowら

[90]による定式化に従って実験を行なってみた

が, 我々の行なった範囲では学習はすべて発散

した。』

すなわち, 新田らの提案した複素ＢＰは, Widrowモデ

ルおよび Kim·Leung モデルの定式化が持っていた収束

性に関する問題点を解消した形のものとなっているので

ある。

次に, Benvenutoらが提案したモデル [11]について述

べるが, それは新田らが提案したモデルと同じものであ

る。ただし , モデルの考察に関しては次の視点が欠けて

いた：

1.新田らが複素学習識別理論の枠組で行なった学習収

束性に関する議論は行なわれていない。

2.学習アルゴリズムが導かれているが, 計算機実験は

行なわれていない。

ちなみに, Benvenutoらも, 先に『(e)出力関数について』

において述べたことにも触れている。

3.1.1.4 Georgiouモデル
1992年に Georgiouらが提案したモデルについて述べ

る [17]。

彼らは, Kim·Leungモデルの不備を指摘した上で, そ

れを改善した複素ニューラルネットワークモデルを提案

した。すなわち, 出力関数だけが Kim·Leungモデルとは

異なったモデルを提案した。Kim·Leungモデルの不備と

は出力関数の定式化であり, 彼らは, Kim·Leungモデル

における出力関数は特異点を持っており, 収束性に問題

があることを指摘した（このことについては, 3.1.1.3項

においても述べたように, 新田も指摘していることであ

る）。具体的には, Kim·Leungモデルにおける出力関数

は, 領域 {0 ± i(2n + 1)π | n ∈ Z}の任意の値に近づく
と,その絶対値が無限大に発散してしまうのである (Zは

整数全体からなる集合)。Leungら [36]は,この領域を避

けるために, 入力値のスケーリングを行なったが, 最急降

下法を使っている限りは, 重みの値を制御することは不

可能であるから, この方法は不適切である。

以下, 次のような出力関数を考える。

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x + iy. (3.23)

まず, 彼らは適切でない出力関数の条件を調べた。その

結果を以下に示す。証明については, 原論文を参照され

たい。

命題 1. 全複素平面上で正則な関数は, 出力関数としては

不適切である。 2

リュービルの定理（たとえば, [24]）により, 全複素平

面上で正則な関数は定数しか存在しないから, この命題

は明らかである。

命題 2. もし,
∂u

∂x

∂v

∂y
≡ ∂v

∂x

∂u

∂y
(3.24)

ならば, f は出力関数として不適切である。 2

命題 3. もし,

u ≡ v + k (3.25)

ならば, fは出力関数として不適切である。ただし, k ∈ C

は定数である。 2

命題 3から, 不適切な出力関数のクラスがいかに広い

ものであるかがわかる。

次に, 適切な出力関数であるための条件を調べた。そ

の結果を以下に示す。

命題 4. 出力関数 f が適切であるためには, 次の条件を

満たす必要がある。

1. 偏導関数 ∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂v/∂x, ∂v/∂yが存在し,か

つ, それらが有界である。

2. f(z)が xと yに関して非線形である（線形な f で

は, たとえば, 非線形分離問題に対応できない）。

3. f(z)は有界である。このためには, uと vが有界で

あることが必要である。



Main : 1999/4/16(15:3)

高次元ニューラルネットワーク関連研究の現状 19

4. f(z)は全複素平面上で正則ではない。

5. ∂u
∂x

∂v
∂y ≡ ∂v

∂x
∂u
∂y が成り立たない。 2

以上のように, 不適切な出力関数と適切な出力関数に

関する考察を行なった上で, 命題 4の条件を満たす次の

出力関数を提案した：

f(z) =
z

c + 1
r |z|

, (3.26)

ただし , cと rは正の実数である。cは |f(z)|を変化させ
るものである。また, zと f(z)の位相は等しい。u, vの

偏導関数は次のように定義した。

∂u

∂x
=




r(y2+cr|z|)
|z|(cr+|z|)2 (if |z| 6= 0)

1
c (if |z| = 0)

, (3.27)

∂u

∂y
=


 − rxy

|z|(cr+|z|)2 (if |z| 6= 0)

0 (if |z| = 0)
, (3.28)

∂v

∂x
=


 − rxy

|z|(cr+|z|)2 (if |z| 6= 0)

0 (if |z| = 0)
, (3.29)

∂v

∂y
=




r(x2+cr|z|)
|z|(cr+|z|)2 (if |z| 6= 0)

1
c (if |z| = 0)

. (3.30)

最後にいくつかの学習パターンに対して計算機実験を

行なったと述べた後, そのうちの１つを学習が収束した

例として示している。

ちなみに, 新田 ·Benvenutoモデルにおける出力関数

(式 (3.10))が, 命題 4の条件を満たしていることは容易

に確かめることができる。

3.1.1.5 複素一般化ヘブ学習
ここでは，一般化ヘブ学習の複素領域への拡張 [93]に

ついて紹介する。まず，一般化ヘブ学習は，Sanger[74]

によって提案された入力の相関行列の主成分ベクトルを

抽出する学習則である。これは，単一層のニューラルネッ

トワークを用いて，入力の相関行列の主成分ベクトルを

逐次的に推定していくものであり，すなわち，主成分分

析と等価である。しかし，ニューラルネットワークへの

入力としては通常の主成分分析を行う場合と違い，あら

かじめ入力の相関行列を計算しておく必要がないという

利点がある。また，各ニューロンに対して局所的な演算

のみが要求され，ニューロンの学習が同時に起こるので

並列化することが可能である。画像圧縮やテクスチャー

分割などへの応用 [74]が試みられている。

ニューラルネットワークへの入力として，N 次元の平

均が 0 であるような線形空間の元

X = (x1, x2, . . . , xN )T (3.31)

をとるとき，ニューラルネットワークの出力として

M(M < N) 次元の線形空間の元

Y = (y1, y2, . . . , yM )T (3.32)

が得られるものとする。このとき Y は N × M の行列

W , すなわち, ニューロンの結合荷重行列を用いて次の

ように関係している。

Y = W ∗X , (3.33)

ただし，∗ は共役転置をとることを表している。この結

合荷重行列 W を如何に求めるかが重要である。

複素一般化ヘブ学習の場合は，通常の一般化ヘブ学習

の複素領域への拡張として，次のように学習則が定義さ

れる。結合荷重 W の j 番目の列 Wj は，

Wj(n + 1) = Wj(n) + µ(n)yj(n)

·[X(n) − yj(n)Wj(n) −
∑
i<j

yi(n)Wi(n)]

(3.34)

に従って逐次的に更新される。ただし，̄は複素共役をと

ることを意味し，yj(n) = W ∗
j (n)X(n)であり，µ(n)は

学習係数である。この学習則を用いた場合に，荷重 Wj

に任意の初期値を与えたときにニューラルネットワーク

の出力が入力の共分散行列 RXX = E[XX∗] の j 番目

の規格化された固有ベクトルに収束していくことが示さ

れている [93]。これは，入力データが実数の場合に適応

される一般化ヘブ学習則の単純な一般化になっている。

3.1.2 新田 ·Benvenutoモデルの性質
本項では, 3.1.1.3項において述べた新田 ·Benvenutoモ

デルの性質を概観する。

3.1.2.1 決定表面の構造
まず, 決定表面の構造について述べる [44,59,62,66]。
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新田らは,ネットワークアーキテクチャの観点から, 複

素ＢＰの基本特性を解析的, 実験的に調べ, 実ＢＰとの

差異を明確にした。主要な結果は次のとおりである。(1)

複素ＢＰネットワークにおける重み係数は, 実ＢＰネッ

トワークにおけるそれとは異なり, ２次元アフィン変換

に関係した制約を持っており, 学習は基本的にその制約

を保ちつつ行われる。(2) 複素ニューロンの実部の決定

表面と虚部の決定表面とは互いに直交しており, 決定領

域を均等に４つに分割する。３層の複素ＢＰネットワー

クにおける決定表面は基本的にこの構造を内包しており,

中間ニューロンへの総入力が十分大きいときに直交する。

以下, 順を追ってこれらのことについて述べる。

(a) 実ニューロンの重みパラメータ

まず, 実ニューロンの入力の結合重みの基本的な構造

について確認しておく。重み wk∈R1 (1≤k≤n)および

閾値 θ ∈ R1を持つ n入力実ニューロンを考える。出力

関数 fR : R1 → R1は fR(u) = 1/(1+exp(−u))とする。

このとき, 入力 xk ∈R1 (1≤ k ≤n)が与えられると, 実

ニューロンは fR(
∑n

k=1 wkxk+θ)を出力する。つまり,実

ニューロンは実数直線（１次元）上の n個の点 x1, . . . , xn

を原点との距離に関して, それぞれ, w1, . . . , wn倍し , そ

れらを１次元実ベクトルとみなして加えた結果得られる

ベクトルの示す点を更に θだけ移動させたと解釈するこ

とができる（図 3.5）。 その後, 非線形変換 fRを施した

ものを出力値としている。

このように, 実ニューロンは基本的に１次元上の点列

の移動を司っており, 重みパラメータ w1, . . . , wnは互い

に独立であって, 何らの影響も与え合わない。ここで, 実

ニューロンの出力値は非線形変換 fRが施されることに

よって得られるため, 実ニューロンの出力値に関して上

記の幾何学的解釈が厳密に成り立つのは非線形変換 fR

が線形変換とみなせるとき, すなわち, 実ニューロンへの

入力の総和の絶対値 |∑n
k=1 wkxk + θ|が小さな値である

ときに限ることに注意しなければならない。

(b) 複素ニューロンの重みパラメータ

次に,複素ニューロンの入力の結合重みの基本的な構造

について調べる。重み wk = wr
k + iwi

k ∈ C1 (1 ≤ k ≤ n)

および閾値 θ = θr + iθi ∈ C1を持つ n入力複素ニュー

ロンを考える。入力 xk + iyk ∈ C1 (1 ≤ k ≤ n)が与え

図 3.5 実ニューロンにおける処理のイメージ

られると, この複素ニューロンの出力X + iY は,

X + iY

= fC

( n∑
k=1

(wr
k + iwi

k)(xk + iyk) + (θr + iθi)
)

= fR

( n∑
k=1

(wr
kxk − wi

kyk) + θr

)

+ifR

( n∑
k=1

(wi
kxk + wr

kyk) + θi

)
(3.35)

となる。故に, n入力複素ニューロンは図 3.6に示す２つ

の２ n入力実ニューロンと等価である。複素ニューロン

の出力の実部Xに相当する実ニューロンを “実部”ニュー

ロン, 虚部 Y に相当する実ニューロンを “虚部”ニュー

ロンと呼ぶことにする。ここで,
X

Y




= FC





 wr

1 −wi
1 · · · wr

n −wi
n

wi
1 wr

1 · · · wi
n wr

n







x1

y1

...

xn

yn




+


 θr

θi






= FC


|w1|


 cosα1 − sin α1

sin α1 cosα1




x1

y1


+ · · ·

+ |wn|

 cosαn − sin αn

sin αn cosαn




xn

yn


+


 θr

θi




 ,

(3.36)
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ただし, FC




x

y




 =


 fR(x)

fR(y)


 , αk =

arctan(wi
k/wr

k) (1 ≤ k ≤ n) である。

式 (3.36) において, |wk| は２次元平面における点
(xk, yk)の原点との距離に関する縮小 ·拡大,
 cosαk − sin αk

sin αk cosαk


は原点を中心にした正の方向（反

時計回り）への αk 度の回転, t[θr θi]は平行移動を意味

する。このように, n入力複素ニューロンは, 入力された

２次元情報（複素数）それぞれに対して “アフィン変換”

を施しているのである (図 3.7)。

先に見たように, 実ニューロンは基本的に実数直線 (１

次元)上の点列の移動を司っており, 実ニューロン間の重

みパラメータは互いに独立であって, 何らの影響も与え

合わない。それに対して, 複素ニューロンは基本的に２

次元平面上の “アフィン変換”を司っており, 学習におい

てはそのアフィン変換の調整を行うものと解釈すること

ができる。それに伴って, 複素ニューロンには,

“実部”ニューロンへの入力値の実部 xkに対す

る重み

=

“虚部”ニューロンへの入力値の虚部 ykに対す

る重み,

“実部”ニューロンへの入力値の虚部 ykに対す

る重み

=

- “虚部”ニューロンへの入力値の実部 xkに対

する重み

という制約が重みに課されており (図 3.6参照), 学習は

その制約を保ちつつ行われる。見方を変えると “実部”

ニューロンと “虚部”ニューロンはそれらの重みパラメー

タを通じて互いに影響を与え合っていると言える。この

ように, 基本的に数直線（１次元）上の移動を司ってい

た実ＢＰは, 複素数に拡張されることにより, 平面（２次

元）上のアフィン変換に関した構造を有するものへと変

質していることがわかった。次に述べるように, 重みパ

ラメータのこの構造は決定表面の直交性として現れる。

図 3.6 複素ニューロンと等価な実ニューロン

図 3.7 複素信号に対する 2次元アフィン変換のイメージ

(c) 単一複素ニューロンの決定表面の直交性

決定表面（decision boundary）とは, 学習識別系（た

とえば, 実ＢＰ）がパターンを切り分ける境界線のこと

であり, 一般に超曲面から成るものである。

まず, 単一の複素ニューロン (中間層０個)の決定表面

について調べる。
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重みを w = t[w1 · · ·wn] = wr + iwi, wr =
t[wr

1 · · ·wr
n], wi = t[wi

1 · · ·wi
n], 閾値を θ = θr + iθiとす

る。出力関数 f1 : C1 → C1は, 簡単のために,

f1(z)=1(x)+i1(y), z=x+iy, (3.37)

ただし, 1(u)=


 1 (if u ≥ 0)

0 (if u < 0)
とする。このとき, 複素

パターン z = t[z1 · · · zn] = x+ iy, x = t[x1 · · ·xn], y =
t[y1 · · · yn]が入力されると複素ニューロンは,

1
(

[twr −twi]


 x

y


+θr

)
+i1

(
[twi twr]


 x

y


+θi

)

(3.38)

を出力する。故に, 複素ニューロンの出力値の実部は

[twr −twi]を法線ベクトルとする超平面（決定表面）

[twr −twi]


 x

y


+ θr = 0を境にして定まる。つまり,

超平面 ≥ 0ならば 1, そうでなければ 0となる。同様に,

複素ニューロンの出力値の虚部は [twi twr]を法線ベク

トルとする超平面（決定表面）[twi twr]


 x

y


+θi = 0

を境にして定まる。ここで,これら２つの決定表面の法線

ベクトルの内積をとると [twr −twi]


 wi

wr


 = 0 とな

り, ２つの決定表面は直交しているということがわかる。

次に, 式 (3.10)で示される出力関数を持つ場合につい

て調べる。複素パターン z = t[z1 · · · zn] = x + iy, x =
t[x1 · · ·xn], y = t[y1 · · · yn]が入力されると複素ニュー

ロンは,

X + iY = fR

(
[twr − twi]


 x

y


+ θr

)

+ ifR

(
[twi twr]


 x

y


+ θi

)
(3.39)

を出力する。ここで, 常数CR, CI ∈ (0, 1)を任意に選び,

X(x, y) = fR

(
[twr − twi]


 x

y


+ θr

)

= CR, (3.40)

Y (x, y) = fR

(
[twi twr]


 x

y


+ θi

)

= CI (3.41)

とおく。式 (3.40)は n入力複素ニューロンの出力値の実

部に関する決定表面である, すなわち, 入力信号 (x, y) ∈
R2n は, 超曲面 (式 (3.40))を境界線にして, ２つの決定

領域 (decision region) {(x, y) ∈ R2n|X(x, y) ≥ CR},
{(x, y) ∈ R2n|X(x, y) < CR}に分類される。同様にし
て, 式 (3.41)で示される超曲面は n入力複素ニューロン

の虚部に関する決定表面である。そこで,式 (3.40)および

式 (3.41)のそれぞれの法線ベクトルHR(x, y), HI(x, y)

を求めると,

HR(x, y) =
(

∂X

∂x1
· · · ∂X

∂xn

∂X

∂y1
· · · ∂X

∂yn

)

= f ′
R

(
[twr − twi]


 x

y


+ θr

)

·[twr − twi], (3.42)

HI(x, y) =
(

∂Y

∂x1
· · · ∂Y

∂xn

∂Y

∂y1
· · · ∂Y

∂yn

)

= f ′
R

(
[twi twr]


 x

y


+ θi

)

·[twi twr] (3.43)

となり,それらの内積は 0となるから, 実部に関する決定

表面と虚部に関する決定表面は互いに直交していること

がわかる。

実ニューロンは入力された実パターンを２つの（0お

よび 1 という値で代表される）クラスに分類する。一

方, 複素ニューロンは入力された複素パターンを４つの

（0, 1, i, 1 + iという値で代表される）クラスに分類す

る。先の議論により, 複素ニューロンの決定表面は２つ

の直交した超曲面 (超平面)から構成されており, 領域を

４つに均等に分割しようとする。つまり, 一般には複素

ニューロンは複素パターンに対する自然な決定表面を有

していると言える。

(d) ３層ネットワークの決定表面の直交性

次に, ３層ネットワーク (中間層１個)の決定表面につ

いて調べる。入力ニューロン L 個, 中間ニューロン M

個, 出力ニューロン N 個の３層ネットワークを考える。

wji = wr
ji + iwi

jiを入力ニューロン iと中間ニューロン j

との間の結合の重み, vkj = vr
kj +ivi

kjを中間ニューロン j

と出力ニューロン kとの間の結合の重み, θj = θr
j +iθi

jを

中間ニューロン jが持つ閾値, γk = γr
k +iγi

kを出力ニュー
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ロン kが持つ閾値とする。出力関数は,式 (3.10)で示され

るものとする。このとき,複素パターン z = t[z1 · · · zL] =

x + iy, x = t[x1 · · ·xL], y = t[y1 · · · yL]が入力される

と, 中間ニューロン jへの入力の総和 Uj は,

Uj = Ur
j + iU i

j

=
[ L∑

i=1

(wr
jixi − wi

jiyi) + θr
j

]

+ i

[ L∑
i=1

(wi
jixi + wr

jiyi) + θi
j

]
(3.44)

となる。よって, その出力Hj は,

Hj = Hr
j + iHi

j = fR(Ur
j ) + ifR(U i

j) (3.45)

である。さらに, 出力ニューロン kへの総入力 Skは,

Sk = Sr
k + iSi

k

=
[ M∑

j=1

(vr
kjH

r
j − vi

kjH
i
j) + γr

k

]

+ i

[ M∑
j=1

(vi
kjH

r
j + vr

kjH
i
j) + γi

k

]
(3.46)

である。故に, その出力 Okは,

Ok = Or
k + iOi

k = fR(Sr
k) + ifR(Si

k) (3.47)

となる。ここで, 常数 CR, CI ∈ (0, 1)を任意に選び,

Or
k(x, y) = CR, (3.48)

Oi
k(x, y) = CI (3.49)

とおく。式 (3.48)および式 (3.49)は, それぞれ, ３層の

複素ＢＰネットワークにおける出力ニューロン kの実部

および虚部に関する決定表面である。これら２つの超曲

面の法線ベクトル HR(x, y), HI(x, y)は, それぞれ,

HR(x, y) =
(

∂Or
k

∂x1
· · · ∂Or

k

∂xL

∂Or
k

∂y1
· · · ∂Or

k

∂yL

)
,

(3.50)

HI(x, y) =
(

∂Oi
k

∂x1
· · · ∂Oi

k

∂xL

∂Oi
k

∂y1
· · · ∂Oi

k

∂yL

)
(3.51)

であり, これらの内積は,

HR(x, y) · tHI(x, y)

=
∂Or

k

∂x1
· ∂Oi

k

∂x1
+ · · · +

∂Or
k

∂xL
· ∂Oi

k

∂xL

+
∂Or

k

∂y1
· ∂Oi

k

∂y1
+ · · · +

∂Or
k

∂yL
· ∂Oi

k

∂yL
(3.52)

で与えられる。ここで, 任意の 1 ≤ i ≤ Lに対して,

∂Or
k

∂xi
· ∂Oi

k

∂xi
+

∂Or
k

∂yi
· ∂Oi

k

∂yi

=
∂fR(Sr

k)
∂Sr

k

· ∂fR(Si
k)

∂Si
k

·
[ M∑

j=1

(
vr

kjw
r
ji ·

∂fR(Ur
j )

∂Ur
j

− vi
kjw

i
ji ·

∂fR(U i
j)

∂U i
j

)]

·
[ M∑

j=1

(
vi

kjw
r
ji ·

∂fR(Ur
j )

∂Ur
j

+ vr
kjw

i
ji ·

∂fR(U i
j)

∂U i
j

)]

−∂fR(Sr
k)

∂Sr
k

· ∂fR(Si
k)

∂Si
k

·
[ M∑

j=1

(
vr

kjw
r
ji ·

∂fR(U i
j)

∂U i
j

− vi
kjw

i
ji ·

∂fR(Ur
j )

∂Ur
j

)]

·
[ M∑

j=1

(
vi

kjw
r
ji ·

∂fR(U i
j)

∂U i
j

+ vr
kjw

i
ji ·

∂fR(Ur
j )

∂Ur
j

)]
.

(3.53)

よって, 法線ベクトルの内積は必ずしも 0になるわけで

はなく, 実部と虚部のそれぞれの決定表面は互いに単純

に直交するとは言えない。しかしながら, 式 (3.53)を注

意深くみると, 任意の 1 ≤ j ≤ M に対して,

∂fR(Ur
j )

∂Ur
j

=
∂fR(U i

j)
∂U i

j

(3.54)

すなわち,

f ′
R

[ L∑
i=1

(wr
jixi − wi

jiyi) + θr
j

]

= f ′
R

[ L∑
i=1

(wi
jixi + wr

jiyi) + θi
j

]
(3.55)

が成り立つならば, 内積 = 0となることがわかる。一般

に, f ′
R(u1)と f ′

R(u2)は |u1|および |u2|がある大きな値
以上であれば, ほぼ同じ値をとるものとみなせる。故に,

任意の 1≤j≤M に対して, 十分大きな正数K1, K2が存

在して,

|Ur
j | =

∣∣∣∣
L∑

i=1

(wr
jixi−wi

jiyi)+θr
j

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
L∑

i=1

|wji||zi| cos(αji+βi)+θr
j

∣∣∣∣
> K1, (3.56)

|U i
j | =

∣∣∣∣
L∑

i=1

(wi
jixi+wr

jiyi)+θi
j

∣∣∣∣
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=
∣∣∣∣

L∑
i=1

|wji||zi| sin(αji+βi)+θi
j

∣∣∣∣
> K2, (3.57)

ただし , tan(αji) = wi
ji/wr

ji, tan(βi) = yi/xi が成り立

つとき, ２つの決定表面は互いに直交する。つまり, 任

意の 1 ≤ j ≤ M に対して, 中間ニューロン j への総入

力（複素数）の実部および虚部の絶対値が共に十分大き

いとき, ２つの決定表面は互いに直交する。あるいは, さ

らに, |z| =
√|z1|2 + · · · + |zL|2が十分大きい値をとる

(x, y)において, ２つの決定表面は互いに直交する可能

性が高いと言える。

このことを定理および系の形でまとめておく。

定理 2. すべての中間ニューロンへの総入力（複素数）

の実部および虚部の絶対値が共に十分大きいとき, 実部

と虚部のそれぞれの決定表面は互いに直交する。 2

系 1. |z|が十分大きい値をとる (x, y)において, 実部

と虚部のそれぞれの決定表面は互いに直交する可能性が

高い。 2

さらに, 新田らは, ３層の複素ＢＰネットワークにおけ

る決定表面の特性について計算機実験を通じて調べ, 実

ＢＰネットワークのものとの比較を行った。その結果, 実

部の決定表面と虚部の決定表面とが直交する傾向が見ら

れ, 複素ＢＰネットワークの決定表面の直交性の性質が

反映されているものとしている。詳細については, 文献

[44,66]を参照されたい。

3.1.2.2 学習特性
次に, 学習特性について述べる [46,55,58,61,66,69]。

新田らは, 学習アルゴリズムの観点から複素ＢＰの基

本特性を調べた。主な結果は次のとおりである。(１) 複

素ＢＰにおける誤差逆伝播は２次元アフィン変換に基づ

いた構造を有している。(２) 複素ＢＰはネットワークを

流れる複素信号を 1つの処理単位として学習を進める。

(３) 複素ＢＰでは, 学習則における実部要因と虚部要因

の補完構造により,学習停滞状態の発生が押えられる。そ

の結果, 実ＢＰに比べて, 複素パターンに対する学習が数

倍速くなっている。しかも, そのときに必要となる領域

計算量 (重みおよび閾値の総数)は約半分で済む。これら

の意味で, 複素ＢＰは複素パターンの学習に適したアル

ゴリズムであると言える。

以下では,まず, 複素ＢＰ学習アルゴリズムの解析を行

い, 学習の高速性の要因などの基本特性について調べる。

次に, ２つの例題を用いた計算機実験の結果を示す。

(a) 学習パラメータの修正量の構造

まず, 複素ＢＰにおける学習パラメータの修正量の構

造を 3.1.1.3項で定義した３層ニューラルネットワークを

例にとって調べる。学習パラメータ xの修正量を∆x,そ

の実部を ∆xR, 虚部を∆xI で表すことにすると, 3.1.1.3

節で導出した複素ＢＰの学習則 (式 (3.15) – (3.18))は次

のように表現できる。
∆vR

kj

∆vI
kj


 =


 Re[Hj ] Im[Hj ]

−Im[Hj ] Re[Hj ]




 ∆γR

k

∆γI
k




= |Hj |

 cosβj sin βj

− sin βj cosβj




 ∆γR

k

∆γI
k


 ,

(3.58)


∆γR

k

∆γI
k


 = ε


 Ak 0

0 Bk




 Re[δk]

Im[δk]


 ,

(3.59)


∆wR

ji

∆wI
ji


 =


 Re[Ii] Im[Ii]

−Im[Ii] Re[Ii]




 ∆θR

j

∆θI
j




= |Ii|

 cosφi sin φi

− sin φi cosφi




 ∆θR

j

∆θI
j


 ,

(3.60)


∆θR

j

∆θI
j


 =


Cj 0

0 Dj


∑

k


 Re[vkj ] Im[vkj ]

−Im[vkj ] Re[vkj ]





∆γR

k

∆γI
k



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=


Cj 0

0 Dj


∑

k

|vkj |

 cosϕkj sin ϕkj

− sin ϕkj cosϕkj





∆γR

k

∆γI
k


 ,

(3.61)

ただし ,

Ak = (1 − Re[Ok])Re[Ok],

Bk = (1 − Im[Ok])Im[Ok],

Cj = (1 − Re[Hj ])Re[Hj ],

Dj = (1 − Im[Hj ])Im[Hj ],

βj = arctan(Im[Hj ]/Re[Hj ]),

φi = arctan(Im[Ii]/Re[Ii]),

ϕkj = arctan(Im[vkj ]Re[vkj ]) (3.62)

である。

まず, ∆vkj について調べる。式 (3.58)において, |Hj |
は２次元平面上の点の原点との距離に関する縮小 ·拡大,
 cosβj sin βj

− sin βj cosβj


は原点を中心とした負の方向（時

計回り）への βj 度の回転を意味する。つまり, 式 (3.58)

では２次元アフィン変換が行われていると言える。よっ

て, 学習パラメータの修正量（複素数）を２次元平面上

の点として表現した場合, 中間－出力層の重みの修正量

(∆vR
kj , ∆vI

kj) は, 出力層の閾値の修正量 (∆γR
k , ∆γI

k)に

上記のアフィン変換を施すことによって得られるという

わけである（図 3.8）。同様にして,中間層の閾値の修正量

(∆θR
j , ∆θI

j )は, 出力層の各閾値の修正量 (∆γR
k , ∆γI

k)に

中間－出力層の重み vkjに関する２次元アフィン変換を施

すことによって得られる値に基づいて定まる (式 (3.61))。

また, 入力－中間層の重みの修正量 (∆wR
ji, ∆wI

ji)は, 中

間層の閾値の修正量 (∆θR
j , ∆θI

j )に入力層の出力値 Iiに

関する２次元アフィン変換を施すことによって得られる

(式 (3.60))。要するに, 複素ＢＰにおける誤差逆伝播は２

次元アフィン変換に基づいた構造を有していると言える。

ここで, 重みパラメータ自身には, 3.1.2.1項で見たよ

うに, ２次元アフィン変換に関する制約が課せられてお

り, 学習はその制約を保ちながら進められる。よって, 複

素ＢＰでは, 学習パラメータ自身およびその修正量には

図 3.8 複素 BPにおける誤差逆伝播のイメージ

２次元アフィン変換に関係した構造が備わっていると言

える。ただし , 学習パラメータ自身に課せられている制

約は正の方向への回転変換

P =


 cosα − sin α

sin α cosα


 (3.63)

に関係しており, 学習パラメータの修正量に課せられて

いる制約は負の方向への回転変換

Q =


 cosβ sin β

− sin β cosβ


 (3.64)

に関係している。ここで, P および Qは, 共に, 直交行列

であり,

Q−1 = tQ =


 cosβ − sin β

sin β cosβ


 (3.65)

を満たし , Qの逆行列Q−1および転置行列 tQは P と同

様な形をしている。

ここで, 一方の実ＢＰにおける学習パラメータの修正

量の構造について確認しておく。実ＢＰにおける学習パ

ラメータの修正量は,

∆vkj = Hj∆γk, (3.66)

∆γk = ε(1 − Ok)Okδk, (3.67)

∆wji = Ii∆θj , (3.68)

∆θj = (1 − Hj)Hj

∑
k

vkj∆γk (3.69)

で与えられる（ただし , 各パラメータはすべて実数であ

り, その定義は複素ＢＰのパラメータに対応する）。学習

パラメータの修正量 (実数)を１次元直線上の点として表
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現した場合, 中間－出力層の重みの修正量∆vkjは出力層

の閾値の修正量∆γkを原点との距離に関してHj 倍する

ことによって得られる (式 (3.66), 図 3.9)。 同様にして,

中間層の閾値 ∆θj は, 出力層の各閾値の修正量 ∆γk を

それぞれ原点との距離に関して vkj 倍した値に基づいて

定まる (式 (3.69))。また, 入力－中間層の重みの修正量

∆wji は, 中間層の閾値の修正量 ∆θj を原点との距離に

関して Ii倍することによって得られる (式 (3.68))。つま

り, 実ＢＰにおける誤差逆伝播は１次元直線上の点の移

動に基づいた構造をしていると言える。このように, 実

ＢＰが複素数へ拡張されることによって, 誤差逆伝播の

構造が１次元的なものから２次元的なものへと変質して

いることがわかった。

図 3.9 実 BPにおける誤差逆伝播のイメージ

また, 見方を変えると, 誤差逆伝播の２次元的な構

造に伴い, 複素ＢＰはネットワークを流れる複素信号

を１つの処理単位として学習を進めているというこ

とがわかる。たとえば, ∆vR
kj および ∆vI

kj は, ネット

ワークを流れる信号の実部（Re[Hj ], Re[Ok]）および

虚部（Im[Hj ], Im[Ok]）を共に含んでおり, これらに

基づいて値が定まる (式 (3.58))。つまり, ∆vR
kj は複素

信号の実部 (Re[Hj ], Re[Ok]) だけから, ∆vI
kj は虚部

(Im[Hj ], Im[Ok])だけから, という具合にお互いに独立

して決まるのではなく, ネットワークを流れる信号の実

部および虚部の両方の値を通じて依存し合いながら定ま

るものであると言える。入力－中間層の結合の重み wji,

中間層の閾値 θj , 出力層の閾値 γkについても同様のこと

が言える。

このように, 複素ＢＰにおける学習パラメータの実部

および虚部の値の修正は, それぞれ, ネットワークを流

れる信号の実部および虚部の両方の値に基づいて, そし

て,それらを通じて相互に依存し合いながら行われる（図

3.10）。要するに, 複素ＢＰは, ネットワークを流れる信

号（複素数）を１つの処理単位として学習を進めるもの

であると言える。

図 3.10 学習パラメータの修正量の決定要因.

矢印の始点は, 矢印の終点の決定要因である.

(b) 学習の高速性の要因

このように, 複素ＢＰにおける誤差逆伝播は２次元ア

フィン変換に基づいた構造を有しており,その結果, 複素

ＢＰ学習はネットワークを流れる複素信号を１つの処理

の単位としている。ここでは, 更に,このことがその構造

において, 学習の高速化を促すものであることを示す。

実ＢＰの学習パラメータの修正量 (式 (3.66) – (3.69))

において, (1−Hj)Hj∈Rおよび (1−Ok)Ok∈Rは, 各

ニューロンの出力関数であるシグモイド関数 fR(u) =

1/(1 + exp(−u))の導関数
(
1 − fR(u)

)
fR(u) であり, 図

3.11のような曲線を描くものである。つまり, ニューロ

ンへの入力の総和 uの絶対値が大きくなるにつれて 0に

近づいてゆく関数である。よって,ニューロンの出力値を

0もしくは 1に少しでも近づけるために, ニューロンへ

の入力の総和 uの絶対値が大きくなるとシグモイド導関

数
(
1− fR(u)

)
fR(u)は微小な値を取ることになり, その

結果, 学習は進みにくくなる。その際, 特に, 誤差が大き

な値であり, そのような状態が長く続く場合には, “ロー

カルミニマムに陥った”と称されることになる。よく知

られているように, これが実ＢＰにおける学習停滞のメ

カニズムである。

一方, 複素ＢＰにおいては, 学習パラメータの修

正量 (式 (3.58) – (3.61)) には２種類のシグモイド導

関数が現れる。１つは出力関数の実部の導関数 (1 −
Re[Ok])Re[Ok], (1 − Re[Hj ])Re[Hj ], もう一つは虚

部の導関数 (1− Im[Ok])Im[Ok], (1− Im[Hj ])Im[Hj ]

であり, 複素ＢＰの学習則は基本的にこれらの２つの線
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図 3.11 シグモイド関数 fR(u)の導関数

形結合

α1(1−Re[Ok])Re[Ok] + β1(1−Im[Ok])Im[Ok],

(3.70)

α2(1−Re[Hj ])Re[Hj ] + β2(1−Im[Hj])Im[Hj ]

(3.71)

から構成されている (αk, βk ∈ R (k = 1, 2))。ここで,

式 (3.70) が微小な値になるのは, (1 − Re[Ok])Re[Ok]

と (1 − Im[Ok])Im[Ok] の両方の値が微小になるとき

である (式 (3.71) についても同様)。よって, たとえ

ば, (1 − Re[Ok])Re[Ok]が微小な値をとったとしても,

(1 − Im[Ok])Im[Ok] もそうであるとは限らないので,

式 (3.70)が微小値をとらない可能性があり, この点で,

(1−Ok)Ok ∈ Rが微小値をとれば必ず学習パラメータの

修正量が微小となってしまう実ＢＰの学習則とは異なって

いる。言い換えると,実部要因
(

(1−Re[Ok])Re[Ok], (1−

Re[Hj ])Re[Hj ]
)
と虚部要因

(
(1−Im[Ok])Im[Ok], (1−

Im[Hj ])Im[Hj ]
)
は,学習パラメータの修正量が異常に小

さくならないようにお互いに補い合っているとも言える。

このように, 複素ＢＰの学習則は, 実ＢＰに比べて, 学習

の停滞状態が発生しにくい構造を有していると言える（注

意：特に, (1−Re[Ok])Re[Ok]および (1−Im[Ok])Im[Ok]

が共に微小な値になることが稀であるときに顕著であろ

う）。この結果, 複素ＢＰは, 実ＢＰに比べて, 学習が高

速化されているものと思われる。

(c) シミュレーション

次に, 複素パターンを使った計算機実験を通じて, (b)

において述べた複素ＢＰの学習特性の確認を行う。

学習速度の評価を計算量の観点からトータルに行なう

ために, ここでは, アルゴリズムの中で行なわれる (実数

の)四則演算の総回数を時間計算量, 学習パラメータ数を

領域計算量とする。ただし, 時間計算量において, (１回

の加算の計算量)と (１回の減算の計算量)は等しいもの

とする。また, 一般に, (１回の乗算の計算量) ≥ (１回の

加算の計算量) であるが, ここでは念の為, (１回の加算

の計算量) = (１回の乗算の計算量)および (１回の加算

の計算量) = 0という極端な２つのケースを考える。な

お, 除算は実ＢＰおよび複素ＢＰでは使用されないので

常に 0回である。

以下では, １回の学習の時間計算量が実ＢＰと複素Ｂ

Ｐとで等しくなるようにネットワークの構造を調節した

うえで, それぞれの収束するまでに必要な平均学習回数

を基準にして学習速度の評価を行なう。加えて, そのと

きの領域計算量も評価する。

実験において, 学習パラメータの初期値は, −0.3から

+0.3の間の乱数により設定する。学習は誤差√
2
∑

p

Ep (3.72)

が 0.10となったときに収束（終了）したものとみなし,

収束の規範とする（Epは 3.1.1.3 節で定義したパターン

pに対する２乗誤差である）。また, 学習パターンは, 通

常, 数種類のパターンから構成されているが,その数種類

のパターンをひと通り提示することで１回の学習と数え

ることとする。

例題１

例題１では, 複素パターンから構成される単純な学習

パターン（表 3.1）を使った実験を行なった。 複素ＢＰ

には１－３－１ネットワーク,実ＢＰには２－６－２ネッ

トワークおよび２－７－２ネットワークを使った。複素

ＢＰおよび実ＢＰをこれらのネットワークに適用すると

きのそれぞれの計算量を表 3.2に示す。学習１回あたり

の時間計算量に関して, 複素ＢＰ１－３－１ネットワー

クは, (１回の加算の計算量) = 0のとき, 実ＢＰ２－６－

２ネットワークに等しく, (１回の加算の計算量) = (１回

の乗算の計算量)のとき, 実ＢＰ２－７－２ネットワーク

にほぼ等しい。
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表３.１ 学習パターン [例題１]

パターン番号 入力パターン 出力パターン

1 0 0

2 i 1

3 1 1 + i

4 1 + i i

表３.２ 複素ＢＰおよび実ＢＰの計算量 [例題１]

ネットワーク
時間計算量 領域計算量

乗除算 加減算 計 重み 閾値 計

複素 BP 1-3-1 78 52 130 12 8 20

実 BP 2-6-2 78 40 118 24 8 32

実 BP 2-7-2 90 46 136 28 9 37

実ＢＰに複素パターンを学習させる方法の１つは, 入

出力層において実部, 虚部を担当させるニューロンをあ

らかじめ決めておくことである。ここでは,入出力される

複素数の実部を入出力ニューロン１,虚部を入出力ニュー

ロン２に担当させた。

学習率をパラメータとして 0.1から 0.6まで 0.1刻み

で変化させた。各学習率について, それぞれ 50回の試行

を行い, それらの収束に要した学習回数の平均を評価の

基準とした。学習は５万回で打ち切りとしたが, すべて

の試行は収束した。図 3.12がその実験結果である。

例題２

次に, 表 3.3に示す学習パターンを使った実験を行っ

た。この学習パターンは複素パターンから構成されてお

り, 次の 2つの規則に従っている。

(1)入力される複素数 1と複素数 2が等しいならば, 出

力される複素数 3の実部は 1, そうでなければ 0。

(2) 入力される複素数 2が 1または iならば, 出力され

る複素数 3 の虚部は 1, そうでなければ 0。

例題１と異なるのは, 複素ＢＰには２－４－１ネット

ワーク, 実ＢＰには４－８－２ネットワークおよび４－

９－２ネットワークを使った点である。これらのネット

.

.

.

.

...
.

.
.

.
.

図 3.12 平均学習速度 (複素 BPと実 BPの比較)[例題 1]

ワークが使われる際のそれぞれの計算量を表 3.4に示す。

学習１回あたりの時間計算量に関して,複素ＢＰ２－４－

１ネットワークは, (１回の加算の計算量) = 0のとき, 実

ＢＰ４－８－２ネットワークに等しく, (１回の加算の計

算量) = (１回の乗算の計算量) のとき, 実ＢＰ４－９－

２ネットワークに等しい。

表３.３ 学習パターン [例題２]

パターン番号
入力パターン 出力パターン

複素数１ 複素数２ 複素数３

1 0 0 1

2 0 i i

3 i i 1 + i

4 i 1 i

5 1 1 1 + i

6 i 0 0

7 1 + i 1 + i 1

8 1 + i i i
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表３.４ 複素ＢＰおよび実ＢＰの計算量 [例題２]

ネットワーク
時間計算量 領域計算量

乗除算 加減算 計 重み 閾値 計

複素 BP 2-4-1 134 92 226 24 10 34

実 BP 4-8-2 134 68 202 48 10 58

実 BP 4-9-2 150 76 226 54 11 65

実ＢＰに上述の学習パターンを与える際には, 例題１

と同様にして, 入出力層において実部, 虚部を担当させ

るニューロンをあらかじめ決めておいた。すなわち, 入

力される複素数１の実部, 虚部, 複素数２の実部, 虚部を,

この順番で, 入力ニューロン１, ２, ３そして４に担当さ

せた。また, 出力される複素数３の実部は出力ニューロ

ン１, 虚部は出力ニューロン２に担当させた。

学習は１０万回で打ち切りとした。図 3.13に実験結果

を示す。 参考のために, 各ネットワークでの収束率 (５

０回の試行のうち収束した試行の割合) を表 3.5に示し

ておく。

.

.
.

.

...
.

.

.
.

.

..

.

図 3.13 平均学習速度 (複素 BPと実 BPの比較)[例題 2]

表３.５ 収束率 [例題２]

ネットワーク
学習率

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

複素 BP 2-4-1 100 96 88 92 90 98

実 BP 4-8-2 0 48 70 84 94 94

実 BP 4-9-2 0 22 64 78 90 100

以上の実験結果により, 複素ＢＰには複素パターンの

学習に関する以下の特徴が備わっていることがわかる。

複素ＢＰは, 実ＢＰに比べて, 学習が数倍速く

なっている (図 3.12, 図 3.13)。しかも, そのと

きの領域計算量は約半分で済む (表 3.2,表 3.4)。

これらは先に述べた出力関数の導関数の実部と虚部の

(学習則における)線形結合性による学習停滞状態の解消

構造が, 学習特性に現れたものであると考えられる。

3.1.2.3 ２次元アフィン変換学習能力
次に, ２次元アフィン変換学習能力について述べる

[43,48,50,52,66,67,69]。

新田らは, 複素ＢＰが, 通常のニューラルネットワーク

には見られない２次元アフィン変換学習能力（図形変換

能力）を備えていることを計算機実験によりいくつかの

例を通して確認した。２次元アフィン変換を学習した複

素ＢＰネットワークのふるまいと複素解析における一致

の定理との関係についても言及している。一致の定理は

複素数世界においてのみ生ずる特異な性質を明らかにし

たものである。

以下では, まず, 計算機実験の条件について述べる。次

に, 単純な変換を通して, ２次元アフィン変換学習能力が

備わっていることを示す。最後に, 一致の定理との類推

について触れる。

(a) 実験の諸条件

複素ＢＰが２次元アフィン変換学習能力を持っている

ことを確認するために以下で行なう実験の諸条件につい

て述べる。
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実験に用いる複素ＢＰネットワークは,入力層１ニュー

ロン, 中間層６ニューロン, 出力層１ニューロンの３層構

造である。つまり, １つの複素数 z1を入力し, １つの複

素数 z2 を出力するものである。一般に, １つの複素数

z = x + iy は２次元平面上の１点 (x, y)に対応する。

よって, 当該ネットワークは２次元平面上のある１点 (x,

y)を他の１点 (x′, y′)に変換するものであると考えるこ

とができる。ここでは, ２次元平面を −1 ≤ x, y ≤ 1に

制限しておく。ニューラルネットワークが出力する値は,

0 ≤ Re[z], Im[z] ≤ 1 であるが, 便宜上, 以下に示す図

では, それらを −1 ≤ Re[z], Im[z] ≤ 1 に変換した値で

示す。比較のために, 実ＢＰによる実験も行ったが, その

ネットワークは入力層２ニューロン, 中間層１２ニュー

ロン, 出力層２ニューロンとし , 複素数 zの実部Re[z]を

入出力ニューロン１に, 虚部 Im[z]を入出力ニューロン

２に対応させた。実験はいずれも, 学習率 ε = 0.5, 学習

回数 1,000回であり, 結合の重みおよび閾値は 0と 1の

間の乱数により設定した。

(b) 回転

まず, 直線の回転を行った (図 3.14)。 学習パターン

は１１個であり, 直線 y = −x + 1 (0 ≤ x ≤ 1) 上の

１１個の点を入力パターン (●印)とし, それらの点を

原点を中心にして正の方向（反時計回り）に９０度回

転させた点を出力パターン (○印)とした。出力パター

ンは直線 y = x + 1 (−1 ≤ x ≤ 0) 上の点になっ

ている。学習の後, テストパターン (▲印)として直線

y = 0.2 (−0.9 ≤ x ≤ 0.3) 上の７つの点 (図 3.14(a)) お

よび直線 y = −x + 0.5 (0 ≤ x ≤ 0.5)上の６個の点（図

3.14(b)）を与えたところ, ニューラルネットワークはそ

れらをほぼ正の方向に 90度回転させた点を出力した (□

印)。同様にして,実ＢＰに従って実験したところ,当然で

はあるが,ニューラルネットワークは教師パターン (出力

学習パターン)に位置的に近い点 (■印)を出力した (図

3.14)。

次に, 斜文字の回転を行った (図 3.15, 図 3.16)。３文

字からなる単語ＥＴＬが負の方向に 45度回転させられ

ているとする。このとき, 学習パターンとして, 最初の 1

文字 E上の点 17個を入力パターン (●印) とし , それら

の点を正の方向に 45度回転したものを出力パターン (○

印) とした (図 3.15(a))。 学習の後, テストパターン (▲

印)として残る２文字ＴおよびＬ上の点を与えたところ,

複素ＢＰおよび実ＢＰともにニューラルネットワークは

テストパターンをほぼ正の方向に４５度回転させた点を

出力した (図 3.15(b), (c))。 同様にして, 単語ＩＳＯに

ついて行ったところ, テストパターンＳおよびＯは複素

ＢＰでは正の方向に４５度回転したが (□印), 実ＢＰで

は, 出力学習パターンに位置的に近い点を出力したため

(■印), ＳおよびＯの形状はくずれた (図 3.16)。実ＢＰ

が単語ＥＴＬをうまく回転させることができたのは, テ

ストパターンＴ, Ｌ上の点列が学習パターンＥ上の点列

に含まれていたり, 位置的に近かったからであると思わ

れる。
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図 3.14 直線の回転

図 3.15 単語 ETLの回転
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図 3.16 単語 ISOの回転

(c) 相似変換

次に,縮小の例として, 円 x2 +y2 = 1から円 x2 +y2 =

(1/2)2 への相似変換を行った (図 3.17(a))。学習パター

ンは 11個であり, 直線 y = x (0 ≤ x ≤ 1)上の 11個の

点を入力パターン (●印)とし , それらの点と原点との距

離を 1/2にした点 (○印)を出力パターンとした。出力パ

ターンは直線 y = x (0 ≤ x ≤ 0.5)上の点になっている。

学習の後,テストパターンとして, 円 x2 + y2 = 1上の 12

個の点 (▲印)を与えたところ, ニューラルネットワーク

は円 x2+y2 = 1を 1/2に縮小した円 x2+y2 = (1/2)2上

の点 (□印)を出力した。因みに, 実ＢＰでは直線 y = x

上の点 (■印)を出力し , そのような縮小を行うことはで

きなかった。さらに, テストパターンとして任意の曲線

上の点を与えた結果が図 3.17(b)である。円の場合と同

様に曲線がその形状を保ったまま 1/2に縮小されている

ことがわかる。

次に, 学習パターンとして直線 y = x (0 ≤ x ≤ 0.3)上

の 11個の点を入力パターン (●印)とし , それらの点と

原点との距離を 3.33倍した点を出力パターン (○印)と

して与えることにより, 1辺 0.3の正方形の拡大を行なっ

た。図 3.17(c)がその結果である。 実ＢＰネットワーク

は直線 y = x 上の点列 (■印)を出力したが, 複素ＢＰ

ネットワークはほぼ 1辺 1.0の正方形を出力する傾向が

うかがえる (□印)。

(d) 平行移動

直線の平行移動を行った (図 3.18(a))。 学習パターン

は 11個であり, 直線 y = x + 1 (−1 ≤ x ≤ 0)上の 11個

の点を入力パターン (●印)とし ,それらの点を右下 45度

の方向に 1/
√

2だけ平行移動させた点を出力パターン (○

印)とした。出力パターンは直線 y = x (−0.5 ≤ x ≤ 0.5)

に乗った点となっている。学習の後, 直線 y = x (−0.5 ≤
x ≤ 0.5)上の点 (▲印)を与えたところ, それらの点をほ

ぼ右下 45度の方向に 1/
√

2だけ平行移動させた点 (□印)

が得られたが, 実ＢＰによる実験においては平行移動は

行われなかった (■印)。

次に, 任意の図形について実験したところ, 図 3.18(b)

に示すとおり, 複素ＢＰではうまく平行移動させること

ができた。
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図 3.17 相似変換

図 3.18 平行移動
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(e) 考察

複素ＢＰによって学習させたニューラルネットワーク

には, 従来の多層ニューラルネットワークには見られな

い２次元アフィン変換学習能力があることがわかった。

実験結果において,正方形が完全に拡大されなかったり

(図 3.17(c)), 平行移動により直線がいくらかねじ曲がっ

ているが (図 3.18(a)),これらの現象はシグモイド関数の

出力値が完全に１にならないために起こるものと考えら

れるので, 若干の工夫を施すことにより改善できるもの

と思われる。

一般に, ２次元平面上の点 (x, y)が原点を中心として

正の方向に θ 度だけ回転することは, 複素数 z1 = x + iy

に, 動径が１で偏角が θ 度の複素数 z2 = eiθ を掛け合

わせることに対応する。つまり, z1z2は, 点 (x, y)を原

点を中心として正の方向に θ 度だけ回転させた点を意味

する。たとえば, 回転の実験では, 点をあらわす複素数

z1 = x + iyに z2 = ei90 または z2 = ei45 が掛け合わさ

れていたことになる。また, ２次元平面上の点 (x, y)の

相似変換（縮小, 拡大）および平行移動は, それぞれ, 複

素数 z1 = x + iyと実数 αとの乗算, 複素数 z1 = x + iy

と複素数 wとの加算に対応する。図 3.17(a)に示す縮小

は α = 0.5 の場合, 図 3.17(c)の拡大は α = 3.33 の場合

であり, 図 3.18(a)に示す平行移動は w = 0.5− 0.5iの場

合であった。要するに, ニューラルネットワークは複素

関数 g(z) = zeiθ, g(z) = αz あるいは g(z) = z + wを

学習したと考えることができる。ここで, 注意すべきこ

とは, 複素関数 gの定義域は [−1, 1]× [−1, 1]であるにも

かかわらず, ニューラルネットワークが学習したのはそ

の領域のある直線上の複数個の点にすぎないということ

である。定義域の一部の点列を学習したニューラルネッ

トワークは, その定義域のすべての点に対して, 学習し

た複素関数に従った出力を行っている。ニューラルネッ

トワークのこのふるまいは複素解析における一致の定理

（たとえば, 文献 [24]）との関係を持っていることが予想

される。一致の定理は, 実解析には見られない複素解析

の特徴的な性質を示したものである。すなわち,

定理 3 (一致の定理). F, Gは領域D上の正則関数とす

る。このとき, D内のある曲線上で F (z) = G(z)ならば,

Dで恒等的に F (z) = G(z)である。

2

平たく言うと, 一致の定理は次のようなことを主張し

ている。平野に, 高さが複素数値で表されている 2つの

山 A, Bがあって, それらの形状が同一であるか否かを

知りたいとする。ただし , 山Aと Bの底面は重なり合わ

せることができるとする。山 Aと Bが, それぞれ, 正則

な複素数値関数 f, g（定義域は同じ）で表現できるとき,

私達は山の底面内のある曲線上の山の高さが等しいか否

かをチェックしさえすれば, 山Aと Bの形状は全く同じ

であるか否かを判定することができる。一方, 山 Aと B

が正則な複素数値関数で表現できない場合, 一致の定理

は適用できないので, 私達は山の底面内のすべての点に

おける山の高さが等しいか否かを逐一チェックする必要

がある。

そこで,この一致の定理を使って前述のニューラルネッ

トワークのふるまいを解釈すると次のようになる。学習

データは, 複素関数 G : [−1, 1] × [−1, 1] → [−1, 1] ×
[−1, 1]の定義域内のある曲線上の点から得られたものと

する。ニューラルネットワークは, この与えられた学習

データをもとに真の複素関数Gを推定しようとし , その

結果,推定関数Fを求める（ニューラルネットワークは少

なくとも学習データについては F (z) = G(z)としようと

するはずである）。このとき,ニューラルネットワークは

一致の定理を満たすかのように定義域 [−1, 1]× [−1, 1]の

すべての点 zに対して真の複素関数G(z)に近い値を出力

する。つまり,ニューラルネットワークが推定した複素関

数Fは定義域 [−1, 1]×[−1, 1]上で恒等的に F (z) = G(z)

となっていることが予想される。

この他に, 新田らは, 次のような結果を得た。その詳細

については, 文献 [66]を参照されたい。

1. 2つの変換率（たとえば,１０分の１の縮小と２分の

１の縮小）を複素BPにより学習させた場合のネット

ワークのふるまいについて調べ,アフィン変換（図形

変換）に関する汎化能力があることを明らかにした。

2.２次元アファイン変換学習能力の誤差の性質が明ら

かになった。つまり,２次元アフィン変換学習能力の

誤差はテストパターンが入力学習パターンから離れ

るにつれて増加する。そして, 最も距離が大きくな

るあたりで誤差が最大となる。さらに,テストパター

ンが入力学習パターンに近づくにつれて減少する。
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3.「学習させるアフィン変換」と「学習パラメータの

値」との明確な関係が実験的に示唆された。

3.1.2.4 ２次元アフィン変換学習能力の数学

的解析
新田は, ２次元アフィン変換学習能力の数学的解析を

行なった [47,60,64,66,69]。得られた主要な結果は次のと

おりである。

1.１種類の変換率（たとえば , １種類の回転角度）を

学習した複素ＢＰネットワークの定性的性質を明ら

かにした。変換率に関する汎化能力の (距離に関す

る)誤差は, 未学習パターンと学習パターンの偏角の

差に関する正弦関数によって表現される。

2.２種類の変換率を学習した複素ＢＰネットワークの

ふるまいを回転角度を例にとって解析した結果, 次

の結果を得た。

(a)２種類の回転角度を学習した複素ＢＰネットワー

クの回転角度に関する汎化能力の (距離に関する)

誤差の評価式を与えた。

(b)２種類の回転角度を学習した複素ＢＰネットワー

クの回転角度に関する汎化能力の『(角度に関す

る)誤差が無視できるほど小さな値であるための

十分条件』を求めた。

3.これらの数値例を示し , 解析結果の妥当性を確認

した。

ここでは,項番１の回転の場合についてのみ述べる。そ

の他の結果については, 文献 [66]を参照されたい。

以下, 解析の対象とする複素ＢＰネットワークモデル

を定義し , 回転を学習した複素ＢＰネットワークの回転

角度に関する汎化能力の解析を行い, その定性的な性質

を明らかにする。

(a) 複素ＢＰネットワークモデル

まず, 解析の対象とするモデルの説明を行なう。解析

を容易にするために, 入力ニューロン１個, 中間ニューロ

ン１個,出力ニューロン１個から成る３層ネットワークを

考え,入力－中間ニューロン間および中間－出力ニューロ

ン間の重みパラメータをそれぞれ v exp[iw], c exp[id]と

し ,中間ニューロンおよび出力ニューロンの閾値をそれぞ

れ s exp[it], r exp[il]とする。この複素ＢＰネットワーク

において, 複素ＢＰ学習を施した後の学習パラメータを

v0 exp[iw0], c0 exp[id0], s0 exp[it0], r0 exp[il0]で表すこと

にする。

また, 次の定数を定義しておく。

A =
c0s0

2(kav0+s0)
, B =

c0

√
2
, C = r0,

HR = A cos(t0+d0)+B cos
(
d0+

π

4

)
+C cos(l0),

HI = A sin(t0+d0)+B sin
(
d0+

π

4

)
+C sin(l0),

M = 2K
√

H2
R + H2

I . (3.73)

これらは学習終了後の学習パラメータの値に依存してお

り, 学習毎に値は異なっていることに注意されたい。

(b) 回転の学習

回転角度を複素ＢＰによって学習させた複素ニューラ

ルネットワークのふるまいについて調べる。

学習パターンは, 複素平面において実軸と x度の角度

をなす直線上に等間隔に並んだ p個の点列を原点を中心

にして正の方向 (反時計回り)に α度だけ回転させるも

のとする (図 3.19)。つまり, 任意の 1 ≤ k ≤ pに対して,

入力パターンは

ka exp[ix] (3.74)

であり, それに対応する出力パターンは

ka exp[i(x + α)] (3.75)

である。ただし , a ∈ R+ は常数であり, 点列の間隔を

表す。また, k, p ∈ N (N は自然数全体の集合を表す);

x, α ∈ R; 0 < pa ≤ 1である。ここで, 式 (3.75)で示さ

れる出力パターン (−1から 1の間の値をとる)は,ニュー

ラルネットワークに与える際には, 0から 1の間の値へ

変換しておく必要がある。なぜならば, 複素ＢＰネット

ワークの出力値が 0から 1の間の値であるからである。

その変換の結果, 任意の 1 ≤ k ≤ pに対して,ニューラル

ネットワークに与えられる出力パターンは

1
2
ka exp[i(x + α)] +

1√
2

exp
[
i
π

4

]
(3.76)

とやや複雑な形で表される。

次に示す定理は, 複素ＢＰの回転角度に関する汎化能

力の定性的性質を明らかにするものである。
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図 3.19 学習パターンとテストパターン (α度の回転)

定理 4. 1 ≤ k ≤ pを任意に固定する。式 (3.74)およ

び式 (3.76)で示される学習パターンを学習した複素ＢＰ

ネットワークに対して,『入力学習パターン ka exp[ix]を

原点を中心にして正の方向に任意の角度 φだけ回転させ

た点 ka exp[i(x+φ)]』を入力テストパターンとして与え

る (図 3.19)。 このとき, 複素ＢＰネットワークが出力

する値は[
1
2
ka exp[i(x+φ+α)]+

1√
2

exp
[
i
π

4

]]
+ ER(φ) ∈ C

(3.77)

で与えられる。ここで,式 (3.77)の第１項は未学習パター

ン ka exp[i(x + φ)]を原点を中心にして正の方向に『学

習した角度 α』だけ回転させた点に相当する (図 3.19)。

また, ER(φ)はそのときに生じるずれを表す複素数であ

り, その絶対値 (回転汎化誤差 )は,

|ER(φ)| = M

∣∣∣∣ sin
(

φ

2

) ∣∣∣∣ (3.78)

で与えられる。 2

(注意)

式 (3.78)におけるM は式 (3.73)で定義された常数で

あり, 学習終了後の学習パラメータの値には依存するが,

φには依存しない。

回転汎化誤差 (式 (3.78))は, 未学習パターンが学習パ

ターンから離れる (φが大きくなる)につれて増加し , 最

も離れた地点 (φ=180度)において最大値M をとり, 更

に学習パターンに近づくにつれて減少してゆくというこ

とを示している。数値実験を行なった結果,明らかにこの

ような傾向が見られ, この定理は複素ＢＰネットワーク

の定性的なふるまいの大要は捉えているものと言える。

3.1.3 写像近似能力
本項では, 高橋が行なった複素ニューラルネットワー

クの写像近似能力の解析について述べる [81]。

彼は, ３層の複素ニューラルネットワークが, 与えられ

た正則写像を, 有限個の学習データから, 与えられた精度

で近似できることを数学的に証明した。そして, 近似す

ることのできる最小の複素ニューラルネットワークを具

体的に明示した。

3.1.3.1 正則写像
近似の対象とするのは次のような正則写像である:

f : CM → CN , (3.79)

f(x) = [ f1(x), · · · , fN (x) ], x ∈ CM , (3.80)

fk : CM → C1 (1 ≤ k ≤ N), (3.81)

ただし , fkは整関数, すなわち, |x| < ∞において正則と
する。

写像される対象領域 D ∈ CM は, 単位複素超球（単

位複素超球面を含む閉集合）と１対１かつ連続的に対応

するCM 内の複素領域（領域の境界を含む閉集合）とす

る。たとえば, C1 上の円板, 三角形, 四角形などはその

例である。

CM および CN には, それぞれ, 次のような距離 dM ,

dN を入れておく：

dM (x, x′) ≡
∑
m

|xm − x′
m|, x, x′ ∈ CM , (3.82)

dN (z, z′) ≡
∑

n

|zn − z′n|, z, z′ ∈ CN . (3.83)

例

上記の正則写像の例を次に示す（M = N = 1の場合）：

f(x) = xeiθ, θ ∈ R, (回転) (3.84)

g(x) = rx, r ∈ R, (縮小・拡大) (3.85)

h(x) = x + a, a ∈ R. (平行移動) (3.86)

3.1.3.2 複素ニューラルネットワーク
次のような３層の複素ニューラルネットワークを考察

の対象とする。入力ニューロンは, 受け付けた入力をそ
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のまま出力する。中間ニューロン kの出力値 ykは,

yk = ϕk

(
M∑

m=1

αmkxm − θk

)
(3.87)

とする。ここで, xm ∈ Cは入力ニューロンmからの入力

である。中間ニューロン kの出力関数を表す ϕk : C1 →
C1は正則関数とする。入力ニューロン mと中間ニュー

ロン kとの間の重み αmk ∈ C は有界, つまり, ある実

数 A > 0が存在して, |αmk| ≤ Aとする。閾値 θk ∈ C

は, 有限集合 Θ = {θ1, · · · , θI} 上の値をとる。また, 出

力ニューロン nの出力値 znは,

zn =
K∑

k=1

βknyn (3.88)

とする。ここで, 中間ニューロン kと出力ニューロン n

との間の重み βkn ∈ Cは有界とする。

定義 1. Str(Ω)=def(K, α, θ, β) を複素ニューラルネット

ワーク Ω の構造という。ここで, K は中間ニューロン

数, α = (αmk)は入力ニューロンと中間ニューロンの間

の重み, θ = (θk)は中間ニューロンの閾値, β = (βkn)は

中間ニューロンと出力ニューロンの間の重みである。

また, 式 (3.87)および式 (3.88)から定まる正則写像

ξ(x) ≡ (ξ1(x), · · · , ξN (x)), x ∈ CM ,

ξn(x) ≡
K∑

k=1

βknϕk

(
M∑

m=1

αmkxm − θk

)

(n = 1, · · · , N) (3.89)

を複素ニューラルネットワークΩが生成するニューラル

写像という。 2

3.1.3.3 複素ニューラルネットワーク設計

問題
複素ニューラルネットワーク設計問題を次のように定

式化する：

任意の正則写像 f(x)と自然数Kmax（使用可能

な最大中間ニューロン数）および任意の非負実

数 ε ≥ 0（許容可能な近似誤差）が与えられたも

のとする。このとき, K ≤ Kmaxを満たす複素

ニューラルネットワーク Ωの構造 (K, α, θ, β)

の全体集合の中で, f を D 内で ε− 近似する
ニューラル写像 ξを生成し ,しかも中間ニュー

ロン数 K を最小にするという意味で最小な構

造を, f の有限個のデータ点（学習データ）を

適切に選択して構成すること。

以下, この問題を精密に定式化する。

定義 2 (ε−近似). 任意のニューラル写像 ξ が, 任意の

x ∈ Dに対して,

dN (f(x), ξ(x)) < ε (3.90)

を満たすとき,「ξは f の ε−近似である」という。

2

定義 3 (ε−学習データ). 任意の複素ニューラルネット

ワーク Ωが生成するニューラル写像 ξに対して, 有限個

の点集合

TD ≡ {(aj , bj) | aj ∈ D, bj ∈ CN , j = 1, · · · , J}
(3.91)

が, 条件

bj = ξ(aj), (3.92)

dN (f(aj), ξ(aj)) <
ε

2
. (j = 1, · · · , J) (3.93)

を満たすとき, 「TDはニューラル写像 ξに対する f の

有限な ε−学習データである」という。なお, このとき,

J を TDのデータ数と呼ぶ。 2

定義 4 (設計問題). f(x), Kmax, εが与えられたとき, 式

(3.90), (3.92), (3.93)を満たす複素ニューラルネットワー

ク Ωの構造 Str(Ω) = (K, α, θ, β)と ε−学習データ TD

の組 (Str(Ω), TD)の全体集合を S(f, Kmax, ε)と書く。

このとき, 複素ニューラルネットワーク設計問題は, 次の

ように定式化できる。

S(f, Kmax, ε)の中で, 中間ニューロン数Kが

最小な組 (Str(Ω), TD)を構成すること。

2
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次の定理は, 複素ニューラルネットワーク設計問題に

対する解である。

定理 5. Kmax が十分大きい自然数であるとき, 複素

ニューラルネットワーク設計問題の解 (Str(Ω), TD)は

存在し, しかも, 次の条件を満たすように解を構成する

ことができる。

(中間ニューロン数K)

≤ (ε−学習データ TDのデータ数 J) + 1. (3.94)

2

以上をまとめると次のようになる：

正則写像を, 有限個の ε−学習データを用いて ε−近似
する複素ニューラルネットワークを理論的に構成できる

ことを示した。さらに,その中間ニューロン数と ε−学習
データ数との関係も明らかにした。

3.1.4 複素BP学習の高速化
これまでに提案された複素ニューラルネットワークは,

実数の Back Propagation(BP)を複素数に拡張したもの

であり, 実数の場合と同様に学習に時間がかかるという

欠点をもっている。そこで高速な学習アルゴリズムが必

要となる。ここでは, 宮嶋等 [41]によるRecursive Least-

Squares(RLS)アルゴリズムを用いた複素ニューラルネッ

トワークのための高速学習アルゴリズムを紹介する。RLS

アルゴリズムは線形適応フィルタの適応アルゴリズムと

して高速な収束性を持つことが知られている。評価関数

に出力層のニューロンの内部ポテンシャルと望ましい内

部ポテンシャル（出力関数の逆関数から求められる）の

二乗誤差の和を用いることで, RLSアルゴリズムを適用

することができる。このことは, 通常の学習アルゴリズ

ムでは, 評価関数に出力層のニューロンの出力と望まし

い出力の二乗誤差を用いることと対照的である。

L層からなるニューラルネットワークについて考える。

時刻 tでの第 l層の i番目のニューロンの内部ポテンシャ

ル y
(l)
i とその出力 x

(l)
i は次のように定義される。

y
(l)
i =

Nl−1∑
j=0

w
(l)
ij (t − 1)x(l−1)

j (t) , (3.95)

x
(l)
i = f

(
y
(l)
iR(t)

)
+ if

(
y
(l)
iI (t)

)
. (3.96)

ただし , Nlは第 l層に含まれるニューロンの数, w
(l)
ij (t)

は時刻 tでの第 l− 1層の j番目のニューロンから第 l層

の i番目のニューロンへの結合の重み係数である。出力

関数は, f(·)である。また, x
(l)
0 (t)は常に 1であり閾値を

表すための定数である。

このとき評価関数は次のように定義される。

E(t) =
1
2

t∑
n=0

λt−n
NL∑
i=1

|e(L)
i (n, t)|2 , (3.97)

ただし, e
(L)
i (n, t) = d

(L)
i (n) − y

(L)
i (n, t)であり, λ(0 <

λ ≤ 1)は忘却係数である。y
(L)
i (n, t)と e

(L)
i (n, t)は時刻

nでの入力データに対する時刻 tでの出力層の i番目の

ニューロンの内部ポテンシャルと誤差をそれぞれ表して

おり, d
(L)
i (n)は時刻 nでの入力データに対する出力層の

i番目のニューロンの望ましい内部ポテンシャルである。

このとき RLSアルゴリズムは次のように適用される。

[Step 1] 初期化

重み係数 w
(l)
ij (0) をランダムに小さな値で初期化する。

第 l ∈ [2, L]層の (Nl−1 + 1) × (Nl−1 + 1) の相関行列

P(l)(0) を単位行列に初期化する。

[Step 2] 出力の計算

各ニューロンの内部ポテンシャル y
(l)
i (t) および出力

x
(l)
i (t) を計算する。

y
(l)
i =

Nl−1∑
j=0

w
(l)
ij (t − 1)x(l−1)

j (t) , (3.98)

x
(l)
i = f

(
y
(l)
iR(t)

)
+ if

(
y
(l)
iI (t)

)
. (3.99)

[Step 3] カルマンゲインと相関行列の更新

第 l層のカルマンゲイン K(l)(t)と相関行列 P(l)(t)を更

新する。

K(l)(t) =
P(l)(t − 1)X(l−1)∗(t)

λ + X(l−1)T (t)P(l)(t − 1)X(l−1)∗(t)
,

(3.100)

P(l)(t) =
1
λ

{
P(l)(t − 1)

− K(l)(t)X(l−1)T (t)P(l)(t − 1)
}

.

(3.101)
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ただし , X(l−1)(t) は第 (l − 1) 層のニューロンの出力

{x(l−1)
i (t)}Nl−1

i=0 を元とするベクトルを表している。

[Step 4] 誤差信号の計算

出力層：e
(L)
i (t) = d

(L)
i (t) − y

(L)
i (t),

中間層：e
(l)
i (t) = f ′(y(l)

iR(t))σ(l)
iR(t) + if ′(y(l)

iI (t))σ(l)
iI (t)

ただし , σ
(l)
i (t) =

∑Nl+1
j=1 w

(l+1)∗
ji (t − 1)e(l+1)

j (t) である。

[Step 5] 重みの更新

第 (l − 1)層から第 l層の i番目のニューロンへ結合して

いる重みベクトルを次のように更新する。

W(l)
i (t) = W(l)

i (t − 1) + K(l)(t)e(l)
i (t) . (3.102)

誤差が十分に小さくなるまで [Step 2]から [Step 5]を繰

り返す。

出力関数として

f(x) = tanh
(x

2

)
, (3.103)

を用いた場合のシミュレーション結果を図 3.20に示す。

ただし，このRLSアルゴリズムには次のような注意す

べき点がある。ニューロンへの入力数を N とするとき，

BPの計算量が N に比例するのに対して，RLSアルゴ

リズムの計算量は N2 に比例する。したがって，N が大

きいとき時には学習アルゴリズムの収束に要する時間は

非常に長くなってしまうという欠点があることである。

しかし，適応等化器などの，一定の時間間隔で学習デー

タがシステムに与えられ，短時間で環境の変化に追従し

なければならないシステムでは，学習回数が少ないこと

が重要になってくる。このような分野においては，ここ

で紹介したアルゴリズムが有効である可能性がある。

3.1.5 コンピュータビジョンへの応用
宮内らは, 3.1.1.3項で述べた新田 ·Benvenutoモデル

をコンピュータビジョンに応用した [38–40,87]。彼らは,

3.1.2.3項において述べた２次元アフィン変換学習能力を

うまく利用しながら, (実画像も含めた)動きの解釈を行

なわせ, その有効性を確認した。以下, そのベースになっ

た考え方を述べる。

図 3.20 学習曲線

コンピュータビジョン [10,21,79]は, 眼で外界を見てそ

の状況を認識, 理解する人間の視覚情報処理機能を, 機械

を用いて実現させることを目的とした研究分野である。

具体的には, カメラを通じて得られた画像から, 外界の物

理的対象物に対する明白で意味のある記述を計算機を通

して構成することを目的としている。

コンピュータビジョンにおいて, 動いている物体の動

画像 (異なる時刻で得られた画像の集まり)から物体の動

きパラメータを推定することは重要な課題である [2]。多

くの方法は, 動画像からオプティカル・フローと呼ばれ

る画像上の２次元速度ベクトル場を計算することを前処

理として行ない, 次にそのオプティカル・フローから画

像中の動物体の動きパラメータを推定する。オプティカ

ル・フローから動きパラメータを推定する方法の多くは,

オプティカル・フロー中のいくつかのフロー・ベクトル

を使って方程式を解いている [1,80,84]。しかし , この方

法では時間がかかること, 雑音に弱いこと, 実画像に対

する解が容易に得られない, といった解決すべき課題が

ある。

ニューラルネットワークはパターン変換にしばしば利

用され, 雑音にそれほど影響を受けないという特徴があ

る。しかも, 学習後の処理に要する時間は短い。よって,

これらの点で, 動きパラメータの推定に応用すると有効

であると考えられる。

特に, 複素ＢＰネットワークは入出力パターンが複素
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パターン (２次元情報)であるので, ２次元ベクトルから

構成されるオプティカル・フローを自然に扱うことがで

きる。つまり, オプティカル・フロー中の２次元ベクト

ルを,１つの複素数として, 複素ニューロンに素直に入出

力させることができる。図 3.21に動きの解釈を行なう複

素ＢＰネットワークの構成例を示す。入力はオプティカ

ル・フロー, 出力は動きパラメータである。ここで, 複素

ＢＰネットワークには, １つの平行移動や１つの回転と

いった基本的な動きに関するパターンを教師データとし

て予め学習させておく。基本的な動きを学習した複素Ｂ

Ｐネットワークは未学習の動きに対してもうまく解釈を

行なうことができる。

図 3.21 動きの解釈を行う複素 BPネットワークの構成例

図 3.22 1部分だけが得られているオプティカル・フローのイメージ

・・・

図 3.23 オプティカル・フローの正規化を行う複素 BPネットワークの構成例

さらに, 実画像のオプティカル・フローは必ずしも完

全なものが得られるわけではなく, １部分しか得られな

いことが多い (図 3.22)。このため, 正規化を行なう必要

があり, この正規化に複素ＢＰの２次元アフィン変換学

習能力を利用する。つまり, 得られたオプティカル・フ

ローの１部分を 1−n−1複素ＢＰネットワークに学習さ

せ, オプティカル・フローの残りの部分を推定させると

いった使い方をするのである。図 3.23にオプティカル・

フローの正規化を行なう複素ＢＰネットワークの構成例

を示す。フロー・ベクトルの始点を表す２次元座標を入

力ニューロンに, 終点を表す２次元座標を出力ニューロ

ンに対応させて利用する。
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3.2 多層型３次元ニューラルネット

ワーク

本節では, 多層型の３次元ニューラルネットワークに

ついて述べる。

3.2.1 ３次元ベクトルニューラルネットワー

ク
新田らは, 3.1.1.3項で述べた複素ＢＰを, 群論に基づ

いて自然な形で３次元パラメータ化した３次元ベクトル ·
バックプロパゲーション学習アルゴリズム（以下, ３次

元ベクトルＢＰと呼ぶ）を提案した [45,49,56,66]。３次

元ベクトルＢＰは, 閾値, 入力信号および出力信号がす

べて３次元実ベクトル, 重みパラメータが３次直交行列

である階層型ニューラルネットワークに適用される。さ

らに, ３次元ベクトルＢＰには, 従来のニューラルネット

ワークには見られない３次元アフィン変換学習能力が備

わっていることを確認した [56,57,63,66]。この能力は複

素ＢＰが備えていた２次元アフィン変換学習能力に対応

するものである。

まず, ３次元ベクトルＢＰを定式化し , 次に, ３次元ベ

クトルＢＰの３次元アフィン変換学習能力について述べ

る。

(a) ３次元ベクトルニューロン

実ＢＰは実数を扱うという点で１次元的であり, 複素

ＢＰは複素数を扱うという点でいわば２次元的である。

そのような実ＢＰあるいは複素ＢＰをさらに高次元パラ

メータ化する方法はいくつか考えられる。ひとつは, 実

数 α (１次元) を複素数 z = x + iy (２次元), ４元数

q = a + ib + jc + kd (４次元), ８元数 (８次元), １６元

数 (１６次元), · · ·へと拡張してゆく方法である。もうひ
とつは, 重みおよび閾値の次元数を１次元あるいは２次

元から n次元実ベクトルを使って高次元パラメータ化す

る方法である。ここでは, 後者の方法を使って３次元パ

ラメータ化を試みる。

次のようなニューロン (３次元ベクトルニューロンと

呼ぶ)を考える。入力信号, 閾値および出力信号はすべて

３次元実ベクトルであり, 重みはすべて３次行列である。

ニューロン j の内部ポテンシャル Aj は, 実ＢＰにおい

て用いられるニューロンの内部ポテンシャルの類推で,

Aj =
∑

k

W jkSk + T j (3.104)

と定義する。ここで, W jkはニューロン jとニューロン

kとの間の重みを表す３次行列, Skはニューロン kから

出力されたニューロン jへの入力信号を表す３次元実ベ

クトル, T jはニューロン jの閾値を表す３次元実ベクト

ルである。出力信号 F3(Aj)は次のように定義される：

F3(Aj) =




fR(a1)

fR(a2)

fR(a3)


 , Aj=




a1

a2

a3


 . (3.105)

F3(Aj)の各成分は, それぞれ, Aj のそれぞれの各成分

am (m = 1, 2, 3)に関するシグモイド関数値である。

上記の定式化において, 出力関数 F3にはいろいろなも

のを考えることができ, それらに応じてニューロンには

それら固有の性質が備わることになる。また, 一般に, 重

みを表す３次行列にはいろいろな制限を与えることがで

きる。たとえば, 正則性, 対称性, 直交性などであるが,こ

れらはニューロンのふるまいに影響を与えることとなる。

ここでは,重みは３次直交行列にしておく。この３次直交

行列は, 複素ＢＰにおいて使われている重みの自然な拡

張となっているからである。以下,このことを示す。複素

ＢＰネットワークにおけるニューロンの構造は次のとお

りである。重み wk = wr
k + iwi

k ∈ C (1 ≤ k ≤ n) および

閾値 θ = θr + iθi ∈ C を持つ n入力のニューロンをひと

つ考える。このとき, 入力信号 xk + iyk ∈ C (1 ≤ k ≤ n)

が与えられると, このニューロンは X + iY ∈ Cを出力

する。ここで,

X + iY

= fC

( n∑
k=1

(wr
k + iwi

k)(xk + iyk) + (θr + iθi)
)

= fR

( n∑
k=1

(wr
kxk − wi

kyk) + θr

)

+ifR

( n∑
k=1

(wi
kxk + wr

kyk) + θi

)
. (3.106)

さらに,
X
Y






Main : 1999/4/16(15:3)

42 電子技術総合研究所調査報告 第 228号

= FC





 wr

1 −wi
1 · · · wr

n −wi
n

wi
1 wr

1 · · · wi
n wr

n







x1

y1

...

xn

yn




+


 θr

θi






= FC


 |w1|


 cosα1 − sin α1

sin α1 cosα1




 x1

y1


+ · · ·

+|wn|

 cosαn − sin αn

sin αn cosαn




 xn

yn


+


 θr

θi




 ,

(3.107)

ここで, FC




 x

y




 =


 fR(x)

fR(y)


 , αk =

arctan(wi
k/wr

k) (1 ≤ k ≤ n) である。式 (3.107)にお

いて,


 wr

k −wi
k

wi
k wr

k


 は２次直交群 O2(R)の元である。

このように, 重みを３次直交群O3(R)の元である３次直

交行列にすることは自然であると言える。さらに, 出力

関数 F3の形態などについても先に与えられた３次元ベ

クトルニューロンの定式化は自然であることがわかる。

ちなみに,


 cosαk − sin αk

sin αk cosαk


 は２次回転群 SO2(R)

の元であり, |wk|は R∗ = {x ∈ R | x > 0}（乗法に関

する群）の元である。したがって,


 wr

k −wi
k

wi
k wr

k


 は群

R∗ × SO2(R)の元でもあるわけである。

(b) ３次元ベクトルニューラルネットワーク

次に, ３次元ベクトルＢＰが適用されるネットワーク

を, (a)で定義した３次元ベクトルニューロンを使って

構成する。一般に, ３次元ベクトルニューロンから構成

されるニューラルネットワークを３次元ベクトルニュー

ラルネットワークと呼ぶことにするが, ここで定義する

ネットワークは, ３次元ベクトルＢＰが適用されるネッ

トワークという意味で３次元ベクトルＢＰネットワーク

と呼ぶことにする。簡単のために, ３層ネットワークを

例にとる。

入力ニューロン iと中間ニューロン jとの間の重みを

W ji ∈ O3(R)（O3(R)は３次直交群）,中間ニューロン j

と出力ニューロン kとの間の重みをV kj ∈ O3(R),中間ニ

ューロン jの閾値をΘj = t[θx
j θy

j θz
j ] ∈ R3, 出力ニュー

ロン kの閾値を Γk = t[γx
k γy

k γz
k ] ∈ R3 とする。また,

入力ニューロン iへの入力信号を Ii = t[Ix
i Iy

i Iz
i ] ∈ R3

とし , 中間ニューロン j および出力ニューロン k の出

力信号を, それぞれ, Hj = t[Hx
j Hy

j Hz
j ] ∈ R3,

Ok = t[Ox
k Oy

k Oz
k] ∈ R3 とする。さらに, ∆k =

t[δx
k δy

k δz
k] = T k − Ok ∈ R3 を Ok と出力ニューロ

ン k に対する教師パターン（出力学習パターン）T k =
t[T x

k T y
k T z

k ] ∈ R3との間の誤差とする。パターン pに

対する２乗誤差を Ep = (1/2)
N∑

k=1

||T k −Ok||2,と定義す

る。ただし , ||x||=def
√

x2
1+x2

2+x2
3, x = t[x1 x2 x3], N

は出力ニューロンの総数である。重みは,ここでは, 特に

次のように定義する：

W ji =




wx
ji −wy

ji 0

wy
ji wx

ji 0

0 0 wz
ji


 ∈ O3(R), (3.108)

ただし , wz
ji =

√
(wx

ji)2 + (wy
ji)2,

V kj =




vx
kj 0 0

0 vy
kj −vz

kj

0 vz
kj vy

kj


 ∈ O3(R), (3.109)

ただし , vx
kj =

√
(vy

kj)2 + (vz
kj)2.

式 (3.108) および式 (3.109) における W ji, V kj は群

R∗×SO3(R)の元でもある（SO3(R)は３次回転群）。な

ぜならば,これらは次のようにも表現できるからである：

W ji = wz
jiA(αji)

= wz
ji




cosαji − sin αji 0

sin αji cosαji 0

0 0 1


, (3.110)

V kj = vx
kjB(βkj)

= vx
kj




1 0 0

0 cosβkj − sin βkj

0 sin βkj cosβkj


, (3.111)

ただし , αji = arctan(wy
ji/wx

ji), βkj = arctan(vz
kj/vy

kj).

ここで, B(βkj)は３次回転群 SO3(R)の元の標準形であ

る, つまり, 任意の X ∈ SO3(R)に対して, ある直交行
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列 Y ∈ O3(R) が存在して, Y XY −1 = B(βkj)。また,

B(βkj)は X 軸のまわりの右まわりの回転, A(αji)は Z

軸のまわりの右まわりの回転を表している。

(c) 学習アルゴリズム

次に, ３次元ベクトルＢＰネットワークに対する学習

アルゴリズムを導出する。十分小さい学習率 ε > 0に対

して, 最急降下法を使うことにより,
∆vy

kj

∆vz
kj




=





 (vy

kj/vx
kj)H

x
j Hy

j Hz
j

(vz
kj/vx

kj)H
x
j −Hz

j Hy
j






∆γx
k

∆γy
k

∆γz
k




(vx
kj 6= 0 のとき)

 0 Hy
j Hz

j

0 −Hz
j Hy

j






∆γx
k

∆γy
k

∆γz
k




(vx
kj = 0 のとき),

(3.112)


∆γx
k

∆γy
k

∆γz
k




= ε




(1 − Ox
k)Ox

k 0 0

0 (1 − Oy
k)Oy

k 0

0 0 (1 − Oz
k)Oz

k






δx
k

δy
k

δz
k


 ,

(3.113)
∆wx

ji

∆wy
ji




=





 Ix

i Iy
i (wx

ji/wz
ji)I

z
i

−Iy
i Ix

i (wy
ji/wz

ji)I
z
i






∆θx
j

∆θy
j

∆θz
j




(wz
ji 6= 0 のとき)

 Ix
i Iy

i 0

−Iy
i Ix

i 0






∆θx
j

∆θy
j

∆θz
j




(wz
ji = 0 のとき),

(3.114)




∆θx
j

∆θy
j

∆θz
j




=




(1 − Hx
j )Hx

j 0 0

0 (1 − Hy
j )Hy

j 0

0 0 (1 − Hz
j )Hz

j




∑
k




vx
kj 0 0

0 vy
kj vz

kj

0 −vz
kj vy

kj






∆γx
k

∆γy
k

∆γz
k




(3.115)

が得られる。

(d) ３次元アフィン変換学習能力

次に, 複素ＢＰの自然な拡張である３次元ベクトルＢ

Ｐに３次元アフィン変換学習能力 (３次元図形変換能力)

が備わっていることを計算機実験により検証する。

新田は, 回転, 縮小拡大, 平行移動といった単純な３次

元アフィン変換学習能力について調べた後, やや複雑な

３次元アフィン変換学習能力について調べ,さらに実BP

にはこのような能力は無いことも示している。単純な場

合とは, たとえば,（３次元空間における）“原点との距

離に関する２分の１の縮小” などのように単独の縮小率

を学習させる場合である。単純な場合の詳細については

文献 [56,66]を参照されたい。ここでは, やや複雑な場合

について述べる。

実験に用いるネットワークは, 入力層１ニューロン, 中

間層６ニューロン, 出力層１ニューロンの３層構造であ

る。つまり,１つの３次元ベクトルXを入力し,１つの３

次元ベクトルX ′ を出力するものである。一般に,１つの

３次元ベクトル X = t[x1 x2 x3]は３次元空間内の１点

(x1, x2, x3)に対応する。よって,当該ネットワークは３次

元空間内のある１点 (x1, x2, x3)を他の１点 (x′
1, x

′
2, x

′
3)

に変換するものであると考えることができる。ここでは,

対象とする空間を, x軸, y 軸および z 軸の取る値が −1

から 1までであるような空間に制限しておく。ニューラ

ルネットワークが出力する値は 0から 1の間の値である

が, 便宜上, 以下に示す図では, それらを −1から 1の間

の値に変換した値で示す。

学習率 εは 0.5とし , 学習パラメータの初期値は −0.3



Main : 1999/4/16(15:3)

44 電子技術総合研究所調査報告 第 228号

と +0.3 の間の値をとる乱数により設定した。学習は√
2
∑

p Ep = 0.05となったときに収束 (終了)したもの

とみなし , 収束の規範とした。また, 学習パターンは, 通

常, 数種類のパターンから構成されているが,その数種類

のパターンをひと通り提示することで１回の学習と数え

ることとした。

異なる２つの直線上の点を原点との距離に関して, そ

れぞれ, ２分の１,１０分の１に縮小させるパターンを学

習させた (図 3.24)。学習パターンは２１個であり, 直線


x

y

z


 = t




1

1

1


 (−1.0 ≤ t ≤ 1.0) (3.116)

上の２１個の点 (点列の間隔は
√

3/10)を入力パターン

とした。直線


x

y

z


 = t




1

1

1


 (0.0 ≤ t ≤ 1.0) (3.117)

上の１１個の点に対しては, それらの点と原点との距離

を２分の１にした点を出力パターンとし , 直線


x

y

z


 = t




1

1

1


 (−1.0 ≤ t ≤ 0.0) (3.118)

上の１１個の点に対しては, それらの点と原点との距

離を１０分の１にした点を出力パターンとした。ここで,

前者の学習パターンを学習パターン１,後者の学習パター

ンを学習パターン２と呼ぶことにする。出力学習パター

ン１は, 直線


x

y

z


 = t




1

1

1


 (0.0 ≤ t ≤ 0.5) (3.119)

上に乗っており, 出力学習パターン２は, 直線


x

y

z


 = t




1

1

1


 (−0.1 ≤ t ≤ 0.0) (3.120)

上に乗っていることになる。

学習終了後, 入力テストパターンとして, ３つの円

x2 + z2 = 1, y2 + z2 = 1, x2 + y2 = 1の円周上の

６０個の点を与えたところ, ニューラルネットワークは

図 3.25に示すようなパターンを出力した。図 3.25にお

いて, 入力学習パターン１に近い入力テストパターンほ

ど２分の１に縮小され, 入力学習パターン２に近い入力

テストパターンほど１０分の１に縮小されるという傾向

性が見られる。つまり, 0.1と 0.5という２つの縮小率が

反映された結果となっているようである。

図 3.24 学習パターン

図 3.25 テストパターン

3.2.2 ３次元外積ニューラルネットワーク
新田は, 3.2.1項とは異なった観点から実ＢＰの３次元

パラメータ化を行なった [51,53,54,66]。すなわち, 外積
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図 3.25 テストパターン

を拡張の基軸とした。３次元ベクトルニューラルネット

ワーク (3.2.1項)と異なるのは, 重みが３次直交行列か

ら３次元実ベクトルになっており,その影響により, ３次

元ベクトルニューラルネットワークにおいて行なわれて

いた行列演算が外積演算になっているという点である。

このようなニューラルネットワークに適用されるバック

プロパゲーション学習アルゴリズム (以下, 外積ＢＰと呼

ぶ)を導出する。

(a) 外積ニューロン

3.2.1項でも述べたように, 実ＢＰあるいは複素ＢＰを

さらに高次元パラメータ化する方法にはいくつか考えら

れる。ひとつは, 実数 α (１次元)を複素数 z = x+ iy (２

次元, 3.1.1.3項), ４元数 q = a + ib + jc + kd (４次元),

８元数 (８次元), １６元数 (１６次元), · · · へと拡張し
てゆく方法である。もうひとつは, 重みおよび閾値の次

元数を１次元から n次元実ベクトルを使って高次元パラ

メータ化する方法である。後者の方法にはさらに次の２

つの方法が考えられる：(1) 重みを n次行列 (3.2.1項)と

する方法, (2)重みを n次元実ベクトルとする方法。本章

では, (2)の方法を使って３次元パラメータ化を試みる。

その際, ３次元実ベクトルと３次元実ベクトルとから３

次元実ベクトルを生成することが必要となる。そのよう

な演算を自由に創ることもできるが,ここでは, 数学にお

いて標準的に使用されている外積を採用する。

次のようなニューロン (外積ニューロンと呼ぶ)を考え

る。入力信号, 重み, 閾値および出力信号はすべて３次元

実ベクトルである。ニューロン jの内部ポテンシャルAj

は, 実ＢＰにおいて用いられるニューロンの内部ポテン

シャルの類推で,

Aj =
∑

k

(W jk × Sk) + T j (3.121)

と定義する。ここで, W jkはニューロン jとニューロン

kとの間の重みを表す３次元実ベクトル, Skはニューロ

ン kから出力されたニューロン jへの入力信号を表す３

次元実ベクトル, T j はニューロン j の閾値を表す３次

元実ベクトルである。また, x × yは x = t[x1 x2 x3]

と y = t[y1 y2 y3] の外積を表している。すなわち,

x × y = t[x2y3 − x3y2 x3y1 − x1y3 x1y2 − x2y1] であ

る。出力信号 F3(Aj)は次のように定義される：

F3(Aj) =




fR(a1)

fR(a2)

fR(a3)


 , Aj =




a1

a2

a3


 . (3.122)

F3(Aj)の各成分は, それぞれ, Aj のそれぞれの各成分

am (m = 1, 2, 3)に関するシグモイド関数値である。こ

の出力関数 F3は式 (3.105)において定義したものと同じ

ものである。

(b) 外積ニューラルネットワーク

次に, 外積ＢＰが適用されるネットワークを, 上で定

義した外積ニューロンを使って構成する。一般に, 外積

ニューロンから構成されるニューラルネットワークを外

積ニューラルネットワークと呼ぶことにするが, ここで
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定義するネットワークは, 外積ＢＰが適用されるネット

ワークという意味で外積ＢＰネットワークと呼ぶことに

する。簡単のために, ３層ネットワークを例にとる。

入力ニューロン iと中間ニューロン jとの間の重みを

W ji = t[wx
ji wy

ji wz
ji] ∈ R3, 中間ニューロン jと出力

ニューロン kとの間の重みをV kj = t[vx
kj vy

kj vz
kj ] ∈ R3,

中間ニューロン j の閾値を Θj = t[θx
j θy

j θz
j ] ∈ R3,

出力ニューロン k の閾値を Γk = t[γx
k γy

k γz
k ] ∈

R3 とする。また, 入力ニューロン i への入力信号を

Ii = t[Ix
i Iy

i Iz
i ] ∈ R3 とし , 中間ニューロン j お

よび出力ニューロン k の出力信号を, それぞれ, Hj =
t[Hx

j Hy
j Hz

j ] ∈ R3, Ok = t[Ox
k Oy

k Oz
k] ∈ R3 とする。

さらに, ∆k = t[δx
k δy

k δz
k] = T k−Ok ∈ R3をOkと出力

ニューロン kに対する教師パターン（出力学習パターン）

T k = t[T x
k T y

k T z
k ] ∈ R3との間の誤差とする。パターン

pに対する２乗誤差を Ep = (1/2)
N∑

k=1

||T k − Ok||2, と定

義する。ただし , ||x||=def
√

x2
1+x2

2+x2
3, x = t[x1 x2 x3],

N は出力ニューロンの総数である。

(c) 学習アルゴリズム

次に, 学習アルゴリズムを導出する。十分小さい学習

率 ε > 0に対して, 最急降下法を使うことにより, 学習パ

ラメータは次の式にしたがって修正すべきであることが

わかる。∆xは学習パラメータ xの修正量を表す。

∆V kj = Hj × ∆Γk, (3.123)

∆Γk = εDk∆k, (3.124)

∆W ji = Ii × ∆Θj , (3.125)

∆Θj = Dj

∑
k

(∆Γk × V kj), (3.126)

ただし ,

Dk =




(1 − Ox
k)Ox

k 0 0

0 (1 − Oy
k)Oy

k 0

0 0 (1 − Oz
k)Oz

k


 ,

(3.127)

Dj =




(1 − Hx
j )Hx

j 0 0

0 (1 − Hy
j )Hy

j 0

0 0 (1 − Hz
j )Hz

j


 .

(3.128)

さらに, 新田は, 外積ＢＰの学習特性について調べ, 実

ＢＰに比べて優れているとの感触を得た。しかし , 明確

な結論を得るためには, より体系的な実験を要するよう

である。また, 複素ＢＰには２次元アフィン変換学習能

力が, ３次元ベクトルＢＰには３次元アフィン変換学習

能力がそれぞれ備わっていたように, 外積ＢＰにも何ら

かの固有の性質が備わっていることが予想される。

3.2.3 コンピュータビジョンへの応用
宮内らは, 3.2.1項で述べた３次元ベクトルＢＰをコン

ピュータビジョンに応用した [85–87,91]。彼らは, ３次元

ベクトルＢＰネットワークに３次元の動きの解釈を行な

わせ, ノイズの影響にも強いことを含めて,その有効性の

確認を行なった。以下, そのベースになった考え方を述

べる。

3.1.5項において述べた複素ＢＰの応用は, 単眼視 (１

つのカメラ)によりオプティカル・フローから動物体の

(画像平面上の)動きを解釈する方法であった。ここで述

べる３次元ベクトルＢＰの応用は, 3.1.5項で述べた方法

を基礎にして３眼視 (３つのカメラ)による動物体の (３

次元空間内の)動きの解釈を行なう方法である。ここで

は, 3.1.5項で述べた単眼視により得られる「画像平面上

の動きを規定するパラメータ」を２次元動きパラメータ

と呼ぶことにする。そして, この２次元動きパラメータ

を出力する複素ＢＰネットワーク (図 3.21)を２次元動き

解釈ネットワークと呼ぶことにする。

図 3.26に３次元ベクトルＢＰを利用した３次元空間

内の動きの解釈を行なう処理系の構成例を示す。 まず,

各カメラ画像のオプティカル・フローをそれぞれ２次元

動き解釈ネットワークを通して解釈を行ない, ２次元動

きパラメータを出力する。その結果を３次元ベクトルＢ

Ｐネットワーク (３次元動き解釈ネットワークと呼ぶ)に

入力し , その出力を３次元空間内の動きを表すパラメー

タ (３次元動きパラメータと呼ぶ)の解釈値とする。ここ

で, ３次元動き解釈ネットワークには,１つの並進運動や

１つの回転といった基本的な３次元動きに関するパター

ンを教師データとして予め学習させておく。基本的な３

次元動きを学習した３次元動き解釈ネットワークは, 学

習していない３次元動きに対してもうまく解釈する能力

を示すことが期待される。図 3.27に示すように, ３次元
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動き解釈ネットワークへの入力となるのは, 各カメラ視

点ごとに得られる２次元動きパラメータである。つまり,

{(dx2, dy2, dz2)}および (ωz2(1), ωz2(2), ωz2(3)) といっ

た４つの３次元ベクトルである。

ここで, dx2は x軸方向の並進成分, dy2は y軸方向の

並進成分, dz2は拡大・縮小成分,そして ωz2(i)はカメラ

iにより得られた回転成分である (i = 1, 2, 3)。いわば,

{(dx2, dy2, dz2)}は並進成分, (ωz2(1), ωz2(2), ωz2(3))は

回転成分である。そして, ３次元動き解釈ネットワーク

は, ３次元の動きを表す３次元動きパラメータ, すなわ

ち, 対象物体の３次元空間における x, y, z 軸方向への並

進成分 (dx, dy, dz) と各軸毎の回転成分 (ωx, ωy, ωz)の

２つの３次元ベクトルを出力する。このように,３次元

図 3.26 　3次元動き解釈処理系の構成例

図 3.27 　3次元動き解釈ネットワーク構成例

ベクトルＢＰネットワークは３次元ベクトルから構成さ

れる入出力パターンを想定しているので, ３次元情報を

自然に扱うことができる。

３組のカメラ画像の動きから連立方程式を解くことに

より, ３次元の動きを計算する一般的な手法の場合, 計算

量が多く非効率的であるのに対し , ３次元ベクトルＢＰ

ネットワークを使用するこの手法は, 学習後の処理に要

する時間が短く,しかも雑音に強い。
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3.3 多層型４元数ニューラルネット

ワーク

本節では, 多層型の４元数ニューラルネットワークに

ついて述べる。

3.3.1 新田モデル
新田は,通常の実数型のニューラルネットワークを４元

数に基づいて４次元パラメータ化した４元数バックプロ

パゲーション学習アルゴリズム（以下,４元数ＢＰと呼ぶ）

を提案した [65,68]。４元数ＢＰは, 重み, 閾値, 入力信号

および出力信号がすべて４元数である階層型ニューラル

ネットワークに適用される。４元数とは, W. R. Hamilton

によって 1843年に発見された４次元の数である [15]。ロ

ボットの動作計画（ロボットを目標配置に至らしめる問

題）においては, ロボットの配置（姿勢）の表現に４元

数が有効に利用されている [12,20,21,35]。

(a) ４元数ニューロンと逆４元数ニューロン

次のようなニューロンを考える。入力信号, 重み, 閾

値および出力信号はすべて４元数である。ニューロン n

の内部ポテンシャル Anは, 実ＢＰにおいて用いられる

ニューロンの内部ポテンシャルの類推で,

An =
∑
m

SmWnm + Tn (3.129)

と定義する。ここで, Wnm はニューロン nとニューロ

ン mとの間の重みを表す４元数, Smはニューロン mか

ら出力されたニューロン nへの入力信号を表す４元数,

Tnはニューロン nの閾値を表す４元数である。出力信

号 f4(An)は次のように定義される：

f4(An) = f(x1) + f(x2)i + f(x3)j + f(x4)k,

(3.130)

An = x1 + x2i + x3j + x4k, (3.131)

f(xl) =
1

1 + exp(−xl)
. (3.132)

ここで, i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj =

i, ki = −ik = j.

式 (3.129)における SmWnmの扱いには注意する必要

がある。なぜならば, ４元数は乗法に関して非可換であ

るため, 一般に SmWnm 6= WnmSm であるからである。

このことにより, ２種類のニューロンが存在することに

なる。つまり, An =
∑

m SmWnm + Tn という計算を

行なうニューロン（単に, ４元数ニューロンと呼ぶ）と

An =
∑

m WnmSm +Tnという計算を行なうニューロン

（逆４元数ニューロンと呼ぶ）の２種類である。

(b) ４元数ニューラルネットワーク

次に, ４元数ＢＰが適用されるネットワークを構成す

る。簡単のために, (a)で定義した４元数ニューロンだけ

を使って, ３層ネットワークを構成する。

wml = wa
ml + wb

mli + wc
mlj + wd

mlk ∈ H を入力

ニューロン l と中間ニューロン m との間の重みを表

す４元数とする（H は４元数全体の集合）。vnm =

va
nm + vb

nmi + vc
nmj + vd

nmk ∈ H を中間ニューロン m

と出力ニューロン nとの間の重みを表す４元数, θm =

θa
m + θb

mi + θc
mj + θd

mk ∈ Hを中間ニューロン mの閾値

を表す４元数, γn = γa
n + γb

ni + γc
nj + γd

nk ∈ H を出力

ニューロン nの閾値を表す４元数とする。Il = Ia
l +Ib

l i+

Ic
l j+Id

l k ∈ Hを入力ニューロン lへの入力信号を表す４

元数とし , Hm = Ha
m +Hb

mi+Hc
mj +Hd

mk ∈ Hおよび,

On = Oa
n +Ob

ni+Oc
nj+Od

nk ∈ Hをそれぞれ中間ニュー

ロンmの出力値,出力ニューロン nの出力値を表す４元数

とする。∆n = ∆a
n+∆b

ni+∆c
nj+∆d

nk = Tn−On ∈ Hを,

Onと出力ニューロン nに対する教師信号Tn = T a
n +T b

ni+

T c
nj +T d

nk ∈ H との間の誤差とする。パターン pに対す

る２乗誤差をEp = (1/2)
N∑

n=1

| ∆n|2と定義する。ここで,

Nは出力ニューロンの総数, |x|=def
√

x2
1+x2

2+x2
3+x2

4, x =

x1 + x2i + x3j + x4k ∈ H .

(c) 学習アルゴリズム

次に, (b)で定義した４元数ＢＰネットワークに対する

学習アルゴリズムを導出する。十分小さい学習率 ε > 0

に対して, 最急降下法を使うことにより, 重みと閾値の値

は次の式に従って修正すれば良いことがわかる。∆xは

パラメータ xの修正量を表す。

∆vnm = Hm∆γn, (3.133)
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∆γn = ε{∆a
n(1 − Oa

n)Oa
n + ∆b

n(1 − Ob
n)Ob

ni

+∆c
n(1 − Oc

n)Oc
nj + ∆d

n(1 − Od
n)Od

nk},
(3.134)

∆wml = I l∆θm, (3.135)

∆θm = (1 − Ha
m)Ha

m ·Re
[∑

n

(∆γnvnm)
]

+(1 − Hb
m)Hb

m ·Imi
[∑

n

(∆γnvnm)
]
i

+(1 − Hc
m)Hc

m ·Imj
[∑

n

(∆γnvnm)
]
j

+(1 − Hd
m)Hd

m ·Imk
[∑

n

(∆γnvnm)
]
k.

(3.136)

ここで, x=defx1−x2i−x3j−x4k, Re[x]=defx1, Imi[x]=defx2,

Imj [x]=defx3, Imk[x]=defx4, x = x1 +x2i+x3j +x4k ∈ H .

さらに, 新田は, ４元数ＢＰの学習特性について調べ,

実ＢＰに比べて優れているとの感触を得ている。しかし ,

明確な結論を得るためには, より体系的な実験を要する

ようである。また, ４元数ＢＰ固有の性質を調べること

は興味深い研究課題である。

3.3.2 関数近似能力と時系列データ予測へ

の応用
Arenaらは, 新田とは独立に多層型４元数ニューラル

ネットワークを提案し , その関数近似能力を解析的に調

べた [8]。また, 電気回路のカオス的ふるまいの予測に応

用した。彼らが提案したモデルは, 新田モデルと同じく,

重み, 閾値, 入力信号および出力信号がすべて４元数であ

る階層型ニューラルネットワークである。

(a) 密度定理 (density theorem)

X を Hn のコンパクト部分集合とし , H 上の４元数

値シグモイド関数 f を,

f(q)=σ(q0) + σ(q1)i + σ(q2)j + σ(q3)k, (3.137)

q = q0 + q1i + q2j + q3k ∈ H , (3.138)

σ(t)=
1

1 + exp(−t)
, t ∈ R1 (3.139)

と定義する。この f を中間ニューロンの出力関数として

持つような３層の４元数ニューラルネットワークに対す

る関数近似定理（密度定理）を次に示す（証明は省略）。

定理 6. g : X → H を連続関数とする。このとき, 任

意の ε > 0に対して, 実数 α1, · · · , αn ∈ R1と４元数ベ

クトル ȳ1, · · · , ȳN ∈ Hn, ４元数 θ1, · · · , θN ∈ H が存

在して,

sup
x̄∈X

∣∣∣∣g(x̄) −
N∑

i=1

αif(ȳT
i · x̄ + θi)

∣∣∣∣ < ε (3.140)

が成り立つ。言い換えると,

S =
{ N∑

i=1

αif(ȳT
i · x̄ + θi)

}
(3.141)

は, C0(X, H)において稠密である。ここで, C0(X, H)

は, X 上の４元数値連続関数からなる空間で, ノルム

‖g‖ = supx̄∈X |g(x̄)|を持ったものである。 2

この定理が対象としている４元数ニューラルネットワー

クは, n−N −1ネットワークであり,入力ニューロンと中

間ニューロンとの間の重み ȳ1, · · · , ȳN および中間ニュー

ロンの閾値 θ1, · · · , θN は４元数であるが, 中間ニューロ

ンと出力ニューロンとの間の重み α1, · · · , αN は実数で

ある。そして, ただ一つの出力ニューロンの出力関数は

h(x) = xであり, 出力ニューロンの閾値はゼロである。

(b) カオス時系列データ予測への応用

さらに, ４元数ニューラルネットワークをカオス電気

回路から得られる時系列データの短期予測に応用した。

対象としたカオス電気回路は, 超カオス Saito回路と呼

ばれるもので, ４つの変数 x1, x2, y1, y2によって特徴付

けられる。tを時間パラメータとして,この４つの変数を

４元数 q(t) = x1(t) + iy1(t) + jx2(t) + ky2(t) として表

現した。学習パターンは, {q(t) | t = 1, · · · , 200}を入力
とし , {q(t + τ ) | τ = 1, · · · , 10}を出力とした。テスト
パターンは４００個用意した。実ニューラルネットワー

クは 4-6-4ネットワーク, ４元数ニューラルネットワー

クは 1-3-1ネットワークを比較対象として選んだ。これ

らは中間ニューロン数をいろいろ変化させて実験した結

果, それぞれ最も良い予測精度を得たものである。そし

て,予測精度は４元数ニューラルネットワークの方が実数

型のニューラルネットワークに比べて優れたものであっ
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た。しかも, そのときの重みなどのパラメータ数は, 実

数ニューラルネットワークは５８個であったのに対して,

４元数ニューラルネットワークは２８個と少ないもので

あった。
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第 4 章 相互結合型複素ニュー

ラルネットワーク

相互結合型の高次元ニューラルネットワークは, 今のと

ころ複素数（２次元）しか存在しない。そこで, 本章で

は相互結合型の複素ニューラルネットワークの研究の現

状について,その概要を述べる。詳細については,それぞ

れの参考文献を参照されたい。

(a) 根本ら [42]

複素数化した自己相関連想記憶型のニューラルネット

ワークを提案し , それによるメリットや回路の性質をシ

ミュレーションなどにより調べた。特に記憶容量が増加

することを実験により示唆した。

(b) 木ノ内ら [27,29]

時系列データの学習は,ニューラルネットワークにとっ

て困難な課題である。木ノ内らは, 中間ニューロンに自

分自身へのフィードバックループを付加した複素ニュー

ラルネットワークとその学習アルゴリズムを提案した。

そして, 時系列データの学習に関して, 従来の時系列学

習を行なうことのできる実数型のニューラルネットワー

ク（Elmanのネットワーク [16]など）との比較を行ない,

学習性能が優れていることを計算機実験により示した。

この学習性能の優位性は, 自己フィードバックループを

持った複素ニューロンが, 自己フィードバックループを

持った実数ニューロンに比べて, 複素平面上に位相（角

度）を持つために過去の情報を保持しやすいからではな

いかと指摘している。

(c) 木ノ内ら [28,30]

木ノ内らは (b)で述べた自己フィードバックループを

持った複素ニューラルネットワークを用いて, メロディ

の記憶と想起を行なうシステムMUSIC(MUlti layer

network for Sequential Inputs using Complex neurons)

を提案し , Elmanのネットワークによって実現したシス

テムとの計算機実験による比較を行ない, 木ノ内らのシ

ステムの方が学習速度, 学習精度に関して優れているこ

とを確認した。さらに, MUSICを複数個用意して, 統合

することによって, 曲数を多く含む大規模な問題にも適

用することができるメロディ検索システムを構築した。

これは, 従来の音楽検索システムが必要としていたデー

タベースとのマッチング処理はいっさい行なわないとい

う特長を持つ。また, 検索の手がかりとして, 曲名や作曲

者などの文字情報ではなく, メロディの一部を用いるた

め, ユーザにとって利用しやすいものとなっている。さ

らに想起が逐次的に行なわれるため, 入力に対する対話

的な処理を行なうことが可能である。

(d) Aguら [3]

Aguらは,相互結合型の複素ニューラルネットワークの

性質を解析した。それぞれの複素ニューロンは,複素平面

上の原点を中心とした単位円上の値を取り,複素ニューロ

ンの値の更新は非同期に行なわれる。また,複素数値のエ

ネルギー関数が定義されている。このようなモデルに対

して, まずエネルギー関数が単調減少することを証明し ,

この事実を使って, 複素ニューラルネットワークの平衡

状態は安定なものと (persistent), 不安定なもの (fragile)

の２つに分けられることを指摘し , 安定であるための十

分条件を求めた。

(e) 青木 [6]

通常の 2値のホップフィールド連想記憶モデルが，自

然な形で複素数体上のモデルへと拡張できることを示し

ている。また，この拡張したモデルにおいて，クリステ

ンゼン関数を用いることにより記銘パターンと平衡状態

の関係を明らかにしている。

(f) 青木ら [7]

彼等は，ネットワークに現れるすべての変数を複素数

値化した多値の複素連想記憶モデルのエネルギー関数に

ペナルティ項を導入したモデルの性質について報告して

いる。彼等が用いたモデルは，記銘パターンを作る際に

何らかの規則を設けて，その規則をエネルギー関数の中

にペナルティ項として取り込んだものである。これを用

いることで想起の際に，設定した規則を先見情報と見な

すことによって，記憶容量や想起能力が向上することを

示している。また，複素連想記憶モデルを用いた通信符号

の誤り訂正機能などへの応用について示唆を与えている。
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(g) Hirose[19]

ニューラルネットワークの入力ベクトルとアトラクター

が複素数であるようなものを提案している。このネット

ワークでは，データの実部と虚部を同等に取り扱うこと

ができるので，本来，複素数値でデータが与えられる場

合に対して有効に機能することが期待される。彼の提案

したネットワーモデルは，実数値だけをとる通常のネッ

トワークモデルとは違い，2倍の自由度を持つ空間でネッ

トワークが動作するため局所安定解を取り除くことがで

きるという利点を持っている。

(h) Jankowskiら [23]

多値の連想記憶モデルを提案している。このモデルは，

各ニューロンが複素数値の複数の状態をとり得るような

全結合型ニューラルネットワークである。彼等は，この

全結合型複素ニューラルネットワークモデルは，実数値

型のホップフィールドネットワークモデルの一般化とし

て見ることができることを示している。また，非同期型

のダイナミクスに対するネットワークの安定性について

の評価およびニューロンの状態数に対する記憶容量の変

化についても考察している。
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第 5 章 おわりに

高次元ニューラルネットワーク関連研究に関するサーベ

イを行なった。

高次元ニューラルネットワークは, 主として９０年代

に提案があり, 画像処理などへの応用が行なわれてきた

が, 本格的な取り組みについてはこれからの課題である。

また, 高次元ニューラルネットワークの性質は, 今までに

調べられたもの以外にも有益なものが多く備わっている

可能性があり, 高次元自己回帰モデルの性質と対比させ

ながら, 十分に調べ尽す必要がある。高次元ニューラル

ネットワークの性質の解明と応用は, 相互に良い影響を

与えながら進めてゆく必要がある。性質の解明が進めば,

応用が容易になるだけでなく, 応用の適用範囲も広がる。

反対に応用サイドからの要請により, 高次元ニューラル

ネットワークの問題点も浮き彫りにされる。

ところで, 雲の動きは複雑であり, 降雨量や降雪量の

予測は非常に難しく, 一種の複雑系と言える。また, 近

年, 気象予報業務の自由化に伴い, 時間・空間分解能が高

い詳細な気象情報の提供が望まれている。落合らは通常

のニューラルネットワークを用いて３０分～３時間先ま

での降雨・降雪量を予測する方法を提案している [70]。

3.1.2.3項で述べた複素ニューラルネットワークの２次元

アフィン変換学習能力は, このような短期天気予報に有

効に応用できるのではないかと考えている。２次元平面

上の任意の点の雲の動きは, ２次元ベクトルとして表現

できる。そして, 多くのそのような２次元ベクトルを複

素ニューラルネットワークに予め学習させておけば, ２

次元アフィン学習能力により, 一定時間後の雲の動きを

うまく予測でき, 結果として降雨・降雪量を精度良く予測

できるものと考えられる。このような応用を行なってい

くに当たっては, 複素ニューラルネットワークの２次元

アフィン変換学習能力がどの程度のものであるのか,ど

のようなクラスの関数まで有効であるのか, その限界を

理論的, 実験的に調べておく必要もあるだろう。恐らく

必要となるのは高度な非線形能力だと思われるが, それ

を持たせるための方策も考える必要がある。また, 一般

に出力関数に Radial Basis Function(RBF)を用いると

ニューラルネットワークの学習能力が向上すると言われ

ているが [72], 高次元ニューラルネットワークを RBF化

することも考えられる。

一般にユークリッド空間Rnにおいては, 体積が１の

超立方体に含まれている超球は nが増加するに従って,

その超立方体をはみ出るという直観には合わない奇妙な

現象が起きることが知られている。このように一般に高

次元化はその概念に興味深い性質を与える。ニューラル

ネットワークのパラメータを５次元以上に高次元化した

場合に,どのような特性が現れてくるのかについても興

味のあるところである。

本調査研究を行なっている最中に,多層型の複素ニュー

ラルネットワーク, ３次元ニューラルネットワーク, ４元

数ニューラルネットワークに関する研究成果をまとめた

本が出版された [9]。その内容には本調査報告書に記載さ

れていないものもあるが, 逆に, 本調査報告書には彼らの

本に記載されていないものもある。時間の関係で詳しく

調査できなかったが, 今後の研究の展開に応じて参考に

されることを期待したい。
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